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Esipuhe 5

Ensimmaisen laitoksen esipuhe

Onnittelumme! Olet ryhtynyt lukemaan maailman parasta suomenkie-
lista tahtitieteen tehtadvikokoelmaa.

Tami moniste sisidltdd padasiassa Helsingin yliopiston tahtitie-
teen approbatur-kurssin laskuharjoituksia ja koetehtédvia ratkaisuineen
vuosilta 1977-1986. Mukaan on otettu my6s muutamia aikojen kulues-
sa keksimidimme tehtdvid, joita emme ole koskaan uskaltaneet kayttaa
laskuharjoitustehtaviné niiden vaikeuden vuoksi. Koska uskomme mo-
nien tehtdvien kiinnostavan my6s harrastajia, olemme nyt paddtténeet
ilahduttaa niillda muitakin kuin jatkuvasti pienenevié tdhtitieteen opis-
kelijoiden joukkoa. Uskomme monisteen myos edistdvin tulevien lasku-
harjoitusassistenttien pedagogisia kykyjéa heidédn nyt joutuessaan keksi-
maan ihan uusia tehtavia.

Moniste soveltuu paitsi tdhtitieteen opiskelijoille myos niille alan
harrastajille, jotka haluavat oppia tahtitiedettd enemmén kuin populaa-
rijulkaisujen tasolla. Tehtidvit perustuvat oppikirjaan Karttunen, Kro-
ger, Oja, Poutanen (toim.): Tahtitieteen perusteet, Ursa ja Valtion pai-
natuskeskus, 1984, jonka lukujen mukaan ne on myd&s ryhmitelty, tosin
hieman mielivaltaisesti. Lisdksi tarvitaan vaihteleva méird matematii-
kan taitoja. Osa tehtdvista on ldhes triviaaleja, mutta jotkut voivat olla
melkoisen vaikeita. Ald menetd toivoasi, vaikka kaikki eivat ensi yrit-
tamalla selvidisikdan.

Koska ratkaisut ovat pitkilta ajalta, voi varsinkin erdiden suurei-
den numeroarvoissa esiintyd pientd hajontaa, virallisesti hyviksytyilla
luonnonvakioilla kun on tapana muuttua ajan mittaan. Pahoittelemme
mahdollisia episelvyyksié.

Mikali 16ydéat teoksesta virheité, ole hyva ja ilmoita niistd meille-
kin. Olemme my&s kiinnostuneita keksimistési esittdmidmme yksinker-
taisemmista ratkaisuista.

Tekstiin mitenk&din liittym&ttoméat visuaaliset vilipalat ovat pe-
riisin teoksesta Nicolaus von Konkoly: Praktische Anleitung zur Ans-
tellung Astronomischer Beobachtungen mit Besonderer Riicksicht auf
die Astrophysik, Druck und Verlag von Friedrich Vieweg und Sohn,
Braunschweig, 1883.

Tamin teoksen valmistumisesta haluamme kiittda Zenith Z241
ja VAX 8600 -tietokoneita. Aivan erityisen kiitoksen ansaitsee TEX-la-
dontaohjelma, jonka hidmmaéastyttavat virheilmoitukset ovat viihdytta-
neet meitd pitkind mutta pimeini talvi-iltoina. Symbolisen matematii-
kan ohjelma Macsyma on antanut moraalista tukea eraissi hankaliksi ko-
kemissamme tehtévissd. Laskujen numeerisen puolen toteuttaminen on
kuluttanut loppuun muutaman HP25, HP15C ja TI-59 -laskimen. Ilman
niiden uhrautuvaa ty6panosta tdméa moniste ei olisi koskaan toteutunut.
Kuka missdkin, juliaanisen pdivan 244 6887 paikkeilla

Hannu Karttunen Pekka Kréger Markku Poutanen
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Toisen laitoksen esipuhe

Alkuperiistd monistetta ei ole ollut saatavilla enidé vuosiin. Osa sen teh-
tavistd on otettu Tahtitieteen perusteiden uusiin laitoksiin esimerkeik-
si tai harjoitustehtaviksi. Téastd Tédhtitieteen harjoitustehtivien toisesta
laitoksesta on jatetty pois ne tehtavit, jotka ovat oppikirjassa esimerk-
keind ja joista siis on esitetty perusteelliset ratkaisut. Tehtivat on ryh-
mitelty oppikirjan kolmannen laitoksen mukaisesti. Tietoomme tulleet
virheet on korjattu ja jokunen uusikin tehtdvé on otettu mukaan, mut-
ta luontainen laiskuutemme on tehokkaasti ehkaissyt kaikkinaiset laaja-
mittaiset paivitykset. Esimerkiksi monien kohteiden koordinaateille on
kéytetty edelleenkin epookin 1950.0 mukaisia arvoja.

Pienid korjailujamme tehdessdmme 16ysimme ainakin yhden teh-
tavén ilman ratkaisua ja joukon sekalaisia virheita, joista kukaan ei ollut
meille valittanut. Semmoinen panee miettiméan, huvitteleeko meidéan li-
sdksemme kukaan muu laskeskelemalla aikansa kuluksi téllaisia tehtavia.
Joka tapauksessa otamme edelleenkin mieluusti vastaan kommentteja ja
huomautuksia havaituista virheistd. Tama laitos on toteutettu print-on-
demand -tekniikalla, jolloin kerralla painettavat méirat ovat pienehkdja
ja péivitykset saadaan mukaan aikaisempaa nopeammin.

Olemme yleensd yrittdneet kiyttaa jotenkin jarkevid lukuarvoja
ja vélitulosten tarkkuutta. Joissakin tehtavissd lopputulos voi kuiten-
kin muuttua melko paljon, jos alkuarvoja tai laskentatarkkuutta muu-
tetaan. Siksi ei kannata hermostua, vaikka et saisikaan tdsmélleen sa-
moja lopputuloksia.

Tamén laitoksen toimitustyolla on raakitty kannettavaa Fujit-
su Lifebookia, mutta sekd kone ettd sen Linux-kiyttdjirjestelma voivat
olosuhteisiin ndhden hyvin.

Edelleenkin ties missa, noin 5030 paivaa myohemmin.

Ne ihan samat tekijat (ei meistd niin vain eroon péise)




Siséllysluettelo 7
Sisallysluettelo
Symbolien tavallisimmat merkitykset 9
Tehtavat . 11
1 Sekalaisia yleissivistdvid tehtavia 13
2 Pallotahtitiedetta 15
3 Havaintolaitteet . . 19
4 Fotometriset késitteet ja magnitudit 20
5 Sateilymekanismit . 22
6 Taivaanmekaniikka 24
7 Aurinkokunta . 27
8 Téahtien spektrit . 30
9 Kaksoistdhdet ja tdhtien massat . 31
10 Tahtien rakenne 32
11 Téahtien kehitys 33
12 Aurinko . 34
13 Muuttuvat tdhdet . 35
14 Kompaktit tdhdet 37
15 Téhtienvélinen aine 38
16 Téahtijoukot ja assosiaatiot 40
17 Linnunrata 42
18 Galaksit 44
19 Kosmologia 46
20 Sekalaisia tehtavia 47
Ratkaisut . 53
1 Sekalaisia yleissivistivid tehtiavii 55
2 Pallotahtitiedetta . 60
3 Havaintolaitteet . . . 77
4  Fotometriset kasitteet ja magnitudit . 80
5  Siateilymekanismit 86
6 Taivaanmekaniikka 95
7 Aurinkokunta 106
8  Tahtien spektrit . 121
9  Kaksoistdhdet ja tdhtien massat 123
10 Tahtien rakenne 125
11  Téahtien kehitys . 128
12 Aurinko 129
13 Muuttuvat tdhdet 131



8 Siséllysluettelo
14  Kompaktit tdhdet . 135
15 Téahtienvilinen aine 139
16  Téahtijoukot ja assosiaatiot 143
17  Linnunrata . 145
18  Galaksit 149
19 Kosmologia . 152
20  Sekalaisia tehtavid . 154




Symbolit 9

Symbolien tavallisimmat merkitykset

atsimuutti; Bondin albedo; ekstinktio
ndenndinen sininen magnitudi; pintakirkkaus
Planckin funktio
kompleksiluvut
objektiivin yms. ldpimitta; spektrin dispersio
palloeksessi; eksentrinen anomalia; kokonaisenergia
varieksessi
vuontiheys; voima
voima
gravitaatiovakio &~ 6.67 x 10~ Nm? kg™>
skaalakorkeus; Hubblen vakio ~ 75kms~! Mpc !
intensiteetti
luminositeetti; impulssimomentti
impulssimomentti (liikem&drdmomentti)
Auringon luminositeetti ~ 3.9 x 10*¢ W
keskianomalia; absoluuttinen magnitudi; massa
Auringon massa ~ 1.989 x 103 kg
Auringon absoluuttinen magnitudi
Maan massa = M /332946 ~ 5.974 x 10%* kg
luonnolliset luvut (0,1,2,...)
periodi
Fyyn synodinen periodi
Pgiq sideerinen periodi

R side; Rydbergin vakio

R reaaliluvut
Rs Auringon side ~ 6.960 x 103 m
Rg Maan side 6357 km — 6378 km
T lampotila; kineettinen energia
T. efektiivinen lampotila
Ty kirkkauslampotila
T. varilampdtila
T, antennildmpotila
U
v
X
Z

& &
? -
Lol we

2SR e r Lo

ndenndinen ultraviolettimagnitudi; potentiaalienergia
ndenndinen visuaalimagnitudi

ilmamassa

kokonaisluvut (0,£1, £2, ...)

a korkeus horisontista; siteilytiheysvakio ~ 7.5643x10716 Jm—3 K—*;
ekstinktio pituusyksikkoa kohti

b galaktinen leveys

¢ valon nopeus = 299792458 ms~! (nykyinen méiritelma)

e ~ 2.71828; eksentrisyys; elektronin varaus

f polttovili; luonnollinen anomalia

g vetovoiman kiihtyvyys maanpinnalla
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Planckin vakio &~ 6.6256 x 10734 Js; tuntikulma
kaksoistihden ratatason inklinaatio; v/—1
radan isoakselin suuntainen yksikkovektori
radan pikkuakselin suuntainen yksikkoévektori
Boltzmannin vakio =~ 1.3805 x 10723 JK!
impulssimomentti massayksikkoa kohti
galaktinen longitudi

massa; ndenndinen magnitudi; ensimmainen prekessiovakio

taitekerroin; toinen prekessiovakio
geometrinen albedo
vaiheintegraali

etaisyys

aika

nopeus

punasiirtyma

gammafunktio

Maan etiisyys kohteesta
tahtiaika
kevattasauspiste
vaihefunktio

nousevan solmun pituus

rektaskensio; vaihekulma; kulmaldpimitta
ekliptikaalinen leveys

Gaussin gravitaatiovakio = 0.000295 912208266 AU* M " d 2

deklinaatio

ekvaattorin kaltevuus ekliptikan suhteen
Riemannin (-funktio

kaukoputken erotuskyky

inklinaatio

massa-absorptiokerroin

aallonpituus; longitudi; keskimaardinen vapaa matka
ominaisliike; G(m; + ma)

taajuus

3.1415926536; parallaksi

perihelin pituus

tiheys

Stefanin-Boltzmannin vakio = ac/4 ~ 5.6693 x 108 Wm—2K—*

optinen paksuus
paikkakunnan leveysaste
avaruuskulma; kulmanopeus; perihelin argumentti

Aurinko
Maa
tahti
lamppu

a

INN
[STRSH

<
a
a
T

=8 BA

T
<
<

<
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1 Johdanto 13

1 Johdanto

Tahan on koottu sekava valikoima mihinkdan lukuun kuulumattomia
tehtavia, jotka liittyvat matematiikkaan yleensa ja geometriaan erityi-
sesti, fysikaalisten olioiden laatumuunnoksiin yms. Jotkut tdhtitietee-
seen tyystin kuulumattomilta tuntuvat tehtévit ovat mukana sen tah-
den, etta niisti saatavia tuloksia tarvitaan johonkin joskus mychemmin.

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Ratkaise numeerisesti yhtalot

a) cosz = z, z € [0,27],

b) z — In(1/z) = 0,

c) #° —2® + 0.1 = 0.

Kolmen desimaalin tarkkuus riittaa.

Gammafunktio I' : C — C mééritelladn kaavalla
I(z) = / t*“te7tdt, Rez > 0.
0

Osoita, ettd
a) '(n+1) =nl, kun n € N,
b) [, °t* te ktdt = [(2)/k".

Dopplerin ilmién suhteellisuusteorian mukainen kaava nakosateen
suuntaan liikkuvalle siteilyldhteelle on

v |1-w/c
vo \[1+v/c

missi vy on siteilyn lahtotaajuus, v havaittu taajuus, v lihteen
etddntymisnopeus ja ¢ valon nopeus. Madrda kaavan likim&arai-
nen muoto, kun v < c.

Kuinka korkealla keskimé&iridisestd merenpinnasta on Hangon
(Hangd) horisonttitaso Hiittisissd (Hitis), ts. paljonko maapal-
lo kaareutuu tilld matkalla? Vilimatka on 25 km.

Mihin suuntaan Helsingista lahtee Helsingin ja pohjoisnavan véa-
linen yhdysjana? Entd Helsingin ja etelinavan?

Kumpi ndkyy lapimitaltaan suurempana, 4 valovuoden paissa ole-
va Auringon kokoinen téhti (sdde noin 700 000 km) vai Tallinnassa
oleva hehkulamppu (halkaisija 5 cm) Helsingistd katsottuna? Tal-
linnan ja Helsingin valimatka on noin 85 km.

Kulmaetéisyyksien arviointiin sopivia apuvilineitd on jokaisella
aina kisissd. Maarad, kuinka suuressa kulmassa a) vaaksa, b)
etusormen leveys nikyy, kun késivarsi on ojennettu suoraksi.

Eraéssi romaanissa (Fred Hoyle: Musta pilvi) tahtitieteilijat ha-
vaitsivat mustan pilven, joka liikkui suoraan kohti Aurinkoa. Ha-
vaintohetkelld pilvi oli vield melko kaukana. Kuinka pitka aika oli
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1.9

1.10

1.11

jaljella pilven saapumiseen, kun sen kulmaldpimitta oli kasvanut
kuukaudessa 5 %7

a) Montako steradiaania on taysi avaruuskulma?
b) Kuinka suuressa avaruuskulmassa tiysikuu nikyy Maasta?

Jos matkan yksikkond kiytetadn AU:ta (likimain Maan etiisyys
Auringosta), massan yksikkona Auringon massaa ja ajan yksik-
kond vuorokautta, gravitaatiovakio (ns. Gaussin gravitaatiova-
kio) on 0.000295912208266. Laske gravitaatiovakion arvo, kun
a) kaytetddn SI-yksikoitd, b) [m] = maapallon massa, [I] = km,
[t] = min. Jdlkimmé&inen muoto on hyddyllinen laskettaessa esim.
Maata kiertdvien satelliittien ratoja.

Laske Auringon massa metreind sellaisessa yksikkojirjestelméssa,
jossa valon nopeus on ¢ = 1 ja gravitaatiovakio on G = 1. Pal-
jonko Auringon massa olisi sekunteina?
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2 Pallotahtitiedetta

Pallotrigonometriaa

2.1

2.2

2.3

2.4

Laske lentomatka Helsingista Seattleen lyhinta reittia pitkin. Mis-
sd on reitin pohjoisin piste ja kuinka ldhelld pohjoisnapaa se on?
Helsingin pituus on 25°E ja leveys 60°; Seattlen pituus on 122°W
ja leveys 48°. Maapallon siteelle voit kidyttdad arvoa 6370 km.

Pallokolmion ratkaisukaavoissa voit vaihtaa sivut ja kulmat kes-
ken&dn seuraavilla sijoituksilla:

A=180°—a, B=180°—b, C=180°—rc,
a=180°—A, b=180°—B, c¢=180°—C.

Perustele tdmé ja johda kosinikaavan analoginen muoto:

cos A = — cos B cosC + sin Bsin C cosa.

Suorakulmaiselle pallokolmiolle pétee Neperin sdinto: oikeanpuo-
leisessa kaaviossa kunkin osan sini = viereisten osien tangenttien
tulo = kahden muun osan kosinien tulo.

90°-B/\90°-A

Todista Neperin sdidntd seuraavissa tapauksissa:

a) sin(90° — ¢) = cosc = cosacosb,

b) sina = tanbtan(90° — B) = cos(90° — A)cos(90° — ¢) =
sin A sin c.

Osoita, ettéd pallon pinnalle piirretyn nelion ala steradiaaneina on
4 arcsin(tan® %a), missd a on nelion sivu. Sivut ovat isoympyrin
kaaria. (Vihje: jaa neli6 lavistajilla neljddn suorakulmaiseen pal-
lokolmioon ja kaytd hyvéksi pallokolmion pinta-alan ja palloek-
sessin valistd yhteytta.)
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Koordinaatistot

2.5  Otavan tdhtien koordinaatit ovat (epookki 1950.0):

@ )

a UMa 11h00.7min 62°01’

B UMa 10h58.8min 56°39’

v UMa 11h51.2min 53°58

0 UMa 12h13.0min 57°19’

e UMa 12h51.8min 56°14'

¢ UMa 13h21.9min 55°11'

7 UMa 13h45.6min 49°34’
a) Piirrd t&hdistosta kuva, jossa 1 tunti rektaskensioakselilla vas-
taa 15° deklinaatioakselilla. Onko tulos oikean Otavan ndkdinen?
b) Piirréd toinen kuva, jossa 1 h:n pituus on puolet 15° n pituu-
desta. Paraniko tulos? Miksi?
¢) Mittaa kuvasta a- ja -y-tdhtien vélinen kulmaetdisyys. Vertaa
tulosta pallotrigonometrian antamaan tarkkaan arvoon.

2.6 Tahden korkeus sen ohittaessa etelameridiaanin on 85° ja poh-
joismeridiaanin 45°. Mik4 on tdhden deklinaatio ja havaintopai-
kan leveys?

2.7  Helsingin leveys on 60°10’.

a) Nakyyko Antares (a Scorpii) Helsingissd? Antareksen dekli-
naatio on —26°19’.

b) Mitka tdhdet ovat Helsingissa sirkumpolaarisia? Onko Vega
(a Lyrae, 6 = 38°44") sirkumpolaarinen? Miki on sen korkeus
pohjoismeridiaanissa?

2.8  Missd pdin maapalloa seuraavat ilmiét ovat mahdollisia?

a) Castor (a Geminorum, § = 31°56') on sirkumpolaarinen.
b) Betelgeuze (o Orionis, § = 7°24") kulminoi zeniitissé.
¢) a Centaurin (6 = —60°46') voi ndhda 30° korkeudella.

2.9  Missd kulmassa deklinaatioympyré § leikkaa horisontin leveysas-
teella ¢? Missd kulmassa Aurinko laskee Helsingissi kesdpaivin-
seisauksen aikaan, jos refraktiota ei oteta huomioon? Miten ref-
raktio vaikuttaa tulokseen?

2.10 Paljonko on tdhtiaika, kun Sirius on eteldssi? Entd Otavan ol-
lessa pohjoisessa?

2.11 Mista ilmansuunnasta Orionin tdhdiston keskikohta nousee? Pal-
jonko tahtiaika on silloin? Missd Otava nidkyy samalla hetkella?

2.12  Vuonna 1980 Helsingin yliopiston vanhaa ruosteista kaksoisrefrak-

toria kayttinyt observaattori havaitsi illalla kello 22:20 Suomen
virallista aikaa Arcturuksen (@ = 14h13min, 6 = 19.5°) tunti-
kulmaksi 9h9min. Observatorion leveysaste on 60°10" ja pituus
24°57".

a) Paljonko oli tdhtiaika?

b) Laske Arcturuksen korkeus ja atsimuutti em. hetkelld.

c¢) Oliko Altair (@ = 20h10min, § = 9°) nikyvissd samaan ai-
kaan?
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2.13

2.14

2.15

2.16

2.17

2.18

2.19

2.20

2.21

2.22

¢) Miné péiviné havainto tehtiin? (Vuonna 1980 kevitpaivinta-
saus oli 20.3 kello 13.)

Paljonko on tdhtiaika kello 12 Greenwichissd a) kevittasauspai-
vand, b) syystasauspiivani, c) kesdpiivinseisauksen aikaan, d)
marraskuun 1 paivind? Paljonko on tdhtiaika Helsingissa kello 12
em. pdivind? Vastaus kymmenen minuutin tarkkuudella ilman
ajantasausta.

Vuonna 1982 keviatpaivantasaus oli 21.3 kello 01 Suomen virallis-
ta aikaa. Laske tdhtiaika Uukuniemelld 3.6 kello 01 (eli 02 kesdai-
kaa). Havaintopaikan pituus on 30°.

Laske Auringon rektaskensio ja deklinaatio, kun sen ekliptikaali-
nen pituus on 330°. Milloin (kuukausi, pdivd) kyseinen tilanne
suunnilleen sattuu?

Auringon rektaskensio 1.6.1983 oli 4 h 35 min ja deklinaatio 22°00’.
Laske Auringon geosentrinen ekliptikaalinen pituus ja leveys seké
maapallon heliosentrinen ekliptikaalinen pituus ja leveys.

Milla téhtiajan hetkelld Aurinko nousi 1.6.1983 Oulussa (leveys
65°) ja mika oli sen tuntikulma silloin?

Osoita, ettd napapiirilla Aurinko

a) nousee 22.12.-22.6. joka piivd samalla tdhtiajan hetkelld ©g,
b) laskee 22.6.-22.12. samoin téhtiajan hetkelld ©.

Paljonko on ©¢?

Laske péivan pituus (auringonnoususta auringonlaskuun) juhan-
nuksena (jolloin Auringon deklinaatio on 23°26')

a) Korvatunturilla (leveys 68°3),

b) Hangossa (leveys 59°48'),

¢) Kravun kddntopiirilla (leveys 23°26').

Laske kesén pisimmén péivin pituus Helsingissd (leveys 60°10’)
a) Auringon keskipisteen mukaan laskettuna, kun refraktiota ei
oteta huomioon,

b) Auringon ylareunan mukaan, kun lisiksi otetaan huomioon ho-
risonttirefraktio 35’. Mistd suunnasta Aurinko talléin nousee?

Neito S. on syntynyt 6.12.1917.

a) Missi tahdistossd Aurinko oli silloin?

b) Miké on hinen horoskooppimerkkinsa?

Voit olettaa Maan liikkuvan ympyriradalla vakionopeudella; ta-
mé ei vaikuta mitenkidan lopputulokseen téssd tapauksessa.

Joulua pakoon ldhtenyt keskiméd#rdinen suomalainen turisti he-
rda kovaan padnsirkyyn jossakin aivan oudossa paikassa. Hén ei
jaksa lahted ulos hotellihuoneesta, vaan alkaa muistella joskus op-
pimiaan tdhtitieteen alkeita selvittaidkseen sijaintinsa. Han seu-
raa, miten Aurinko liikkuu hitaasti vastapiiviain taivaalla ja pa-
nee merkille, ettd se on korkeimmillaan hinen vield Suomen aikaa
kayvan kellonsa nayttaessa 2:32, jolloin hanen poydalla pitdman-
sd kyndn varjon pituus on kolmannes kynin pituudesta. Missa
turisti on?
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2.23 Kahden t&hden koordinaatit ovat (a,d) ja (a + 12h,d’). Ne ha-

vaitaan korkeuksilla a ja a’. Osoita, ettd havaintopaikan leveys

saadaan talloin kaavasta

. sinacos ¢’ + sina’ cos
sin ¢ = -
sin(d + ¢')

2.24 Johda muunnoskaavat, joilla ekvatoriaalisista koordinaateista

saadaan galaktiset. Linnunradan keskustan suunta on q¢ =
17h42.4min, 69 = —28°55' ja pohjoisnavan suunta ap =
12h49.0 min, dp = 27°24".

Koordinaatteja muuttavat tekijat

2.25

2.26

2.27

2.28

2.29

Tahden deklinaatio on 60°. Sen rektaskensio on sadassa vuodessa
muuttunut 0.5s ja deklinaatio 1.2”. Laske tdhden ominaisliike.

Kun Maa liikkuu ekliptikan tasossa olevaa tdhted kohti, tdhden
spektrin kalsiumin viiva A = 422.7nm siirtyy punaiseen péain
0.028 nm. Puoli vuotta mydhemmin punasiirtyméi on 0.113 nm.
Laske tdhden radiaalinopeus ja maapallon ratanopeus.

Siriuksen koordinaatit epookille 1900.0 olivat & = 6 h40min45s,
0 = —16°35' ja ominaisliikkeen komponentit p, = —0.037sa™",
pus = —1.12"a~1. Laske koordinaatit epookille 2000.0. Ota huo-

mioon myds prekessio.

Siriuksen parallaksi on 0.375" ja radiaalinopeus —8kms~'. Las-

ke sen tangentiaalinopeus ja avaruusnopeus. (Ks. my6s edellinen
tehtdva.) Kuinka pitkdn ajan kuluttua Sirius on ldhinnd Aurin-
koa? Mitka ovat sen ominaisliike ja parallaksi silloin?

Alla on osa refraktiotauluista.

a) Piirra todellisen korkeuden kuvaaja ndennéisen korkeuden funk-
tiona.

b) Auringon todellinen kulmalépimitta on 0.5°. Miki on sen néen-
néinen kulmaldpimitta pystysuunnassa alareunan nékyessi hori-
sontissa?

havaittu korkeus todellinen korkeus

0° —0°3521"
1° +0°35'15"
2° +1°41'36"
3° +2°45'36"
4° +3°48'17"

9° +4°50'09"
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3 Havaintolaitteet

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

3.8

3.9

Mita suurennusta kayttden Jupiter suurimmillaan nayttda yhta
suurelta kuin Kuu paljain silmin?

Kuusta otettiin valokuva teleskoopilla, jonka objektiivin halkaisi-
jaoli 20 cm ja polttovali 150 cm. Valotusaika oli talléin 0.1s.

a) Mika valotusaika tarvitaan teleskoopilla, jonka objektiivin hal-
kaisija on 15cm ja polttovali 200 cm?

b) Kuinka suuri on Kuun kuva valokuvauslevylld kummassakin
tapauksessa?

¢) Kummankin kaukoputken avulla katsottiin Kuuta okulaarilla,
jonka polttovali oli 25 mm. Mitka olivat suurennukset?

Schmidt-teleskoopin objektiivin polttovili on 100 cm. Kuinka laa-
ja taivaan alue teleskoopilla voidaan kuvata 9cm X 9cm kokoi-
selle valokuvauslevylle? Mikd on Kuun lapimitta levylla?

Kaksoistihden ¢ Lyrae komponenttien vilimatka on 44"; €2 Ly-
raen komponenttien valimatka on 2.3"”. Kuinka suuri kaukoputki
tarvitaan, jotta tdhdet nahtiisiin erillisina?

Kuinka kaukaa pystytddn 30 cm teleskoopilla erottamaan toisis-
taan kaksoistdhden komponentit, joiden vilimatka on 10 AU?

a Centaurin etiisyys on 1.32 pc ja side 1.2 Auringon siddetti. Mi-
ké pitdisi teleskoopin objektiivin halkaisijan olla, jotta sen erotus-
kyky olisi sama kuin a Centaurin lapimitta? Kuinka suuri olisi
sellainen 72 GHz:n taajuudella toimiva radioteleskooppi, jolla on
sama erotuskyky?

Laske sellaisen kaukoputken erotuskyky, jonka objektiivin halkai-
sija on sama kuin silmén (noin 6 mm). Vertaa tulosta silmén ero-
tuskykyyn, joka on noin 2’. Misté ero johtunee? Mika tulisi radio-
teleskoopin halkaisijan olla, jotta silld olisi sama erotuskyky kuin
silmalla? Kayta radioteleskoopille taajuuksia 10 MHz ja 10 GHz.

Metsahovin radioteleskoopin antennin halkaisija on 13.7m. Las-
ke teleskoopin erotuskyky, kun havaitaan spektriviivaa taajuudel-
la 22 GHz.

Kaytettdessd Amherstin ja Radn radioteleskooppeja interferomet-
rina on kantaviivan pituus noin 2900 km.

a) Laske systeemin erotuskyky 22 GHz:n taajuudella.

b) Mika pitéisi optisen teleskoopin objektiivin halkaisijan olla, jot-
ta silla olisi sama erotuskyky?
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4 Fotometriset kasitteet ja magnitudit

4.1  a) a Centaurin komponenttien ndenniiset magnitudit ovat 0.0 ja
1.4. Miké on komponenttien kokonaismagnitudi?
b) Kolminkertaisen tdhden p Bootis komponenttien magnitudit
ovat 4.5, 7.1 ja 7.8. Laske tihden kokonaismagnitudi.

4.2  Kolminkertaisen tdhden kokonaismagnitudi on 0.0. Kahden kom-
ponentin magnitudit ovat 1.0 ja 2.0. Mika on kolmannen kompo-
nentin magnitudi?

4.3  Tahtitieteilijd mittasi torstaina eradn tdhden magnitudiksi m =
5.0. Perjantaina han havaitsi samaa tahted, mutta kasitteli ha-
vaintonsa viikonlopun takia vasta maanantaina. Talloin han huo-
masi magnitudin olleen m' = 3.5. Saattoiko magnitudin muutos
johtua siita, ettd tahti oli tulossa suoraan kohti Maata?

4.4  a)Laske Auringon absoluuttinen magnitudi, kun ndenniinen mag-
nitudi on —26.7.
b) Jos galaksin absoluuttinen magnitudi on —20, niin kuinka suu-
ri on sen siteilemin energiavuon suhde Auringon siteilem&in.
Magnitudit ovat bolometrisia.

4.5 Erédin tdhden absoluuttinen magnitudi on M = 5. Supernovari-
jahdyksessa tahti tulee miljardi kertaa kirkkaammaksi. Miki on
kyseisen supernovan nidenndinen magnitudi Andromedan galak-
sin etdisyydella (690 kpc)?

4.6  Tahti, jonka absoluuttinen magnitudi on 0.0, rdjahtia superno-
vana, jolloin sen kirkkaus kasvaa 20 magnitudia. Mika on su-
pernovan ndenndinen magnitudi Maassa, kun tdhden etdisyys on
3000 pc ja interstellaarinen ekstinktio on 1mag kpc™'?

4.7  Oletetaan, ettd kaikkien tdhtien absoluuttinen magnitudi on suun-
nilleen sama. Mika on silloin ndenniistd magnitudia m + 1 kirk-
kaampien tahtien lukuméairan suhde magnitudia m kirkkaampien
tahtien lukuma&raan, kun tdhtitiheys oletetaan vakioksi?

4.8 Téhtitaivasta katsotaan kolminkertaisen ikkunan lapi. Jokainen
lasin ja ilman rajapinta lapaisee 85 % siihen saapuvasta valosta
(eli siteilyn vuontiheydestd).
a) Miké on Reguluksen (my = 1.36) magnitudi ikkunan 1&pi kat-
sottaessa?
b) Miké on ikkunan optinen paksuus?

4.9 Tahden absoluuttinen magnitudi on 2.5, ndenndinen magnitudi
6.0 ja trigonometrinen parallaksi 0.02"”. Kuinka suuri on ekstink-
tio tdhden suunnassa (magnitudeina kiloparsekia kohti)? Mista
suuri poikkeama keskim#érdisestd arvosta voisi johtua?
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4.10

4.11

4.12

4.13

Tahden HD333444 ndennainen visuaalinen magnitudi on 11.0, ab-
soluuttinen visuaalinen magnitudi 0.1 ja varieksessi 0.37. Laske
ekstinktio visuaalialueessa ja tdhden etéisyys.

Eraan tdhden V = 15.1, B -V = 1.6 ja My = 1.3. Tahden
suunnassa ekstinktio visuaalialueessa on ay = 1magkpc™"'. Las-
ke tdhden ominaisvéari.

Kuinka monta magnitudia tdhden valo heikkenee heijastuessaan
tyynen metsdlammen pinnasta? Piirrd muutos tdhden korkeuden
funktiona. Veden taitekerroin on n = 1.33. Jos tdhden valo on
polarisoitumatonta (kuten yleensi on), heijastuneen séteilyn in-
tensiteetin suhde saapuvaan on r = %(Rﬁ + R?%), missid R ja R
ovat Fresnelin kertoimet:

CcoS? — ncost cost — ncost

R||—.7, 1= —FT—.
cos? + ncost cost + ncost

Néissé ¢ on pinnan normaalin ja tulevan sateilyn véilinen kulma ja
t normaalin ja taittuneen siteilyn vilinen kulma. N&iden kulmien
valilld patee Snellin kaava sini = nsint.

Auringonkaltaista tdhted HD209458 kiertdd planeetta, jonka ra-
tatason ndemme kutakuinkin sivulta. Aina kun planeetta kul-
kee tdhdet pinnan editse, tdhden valo himmenee 0.02 magnitu-
dia. Laske planeetan halkaisija. Oletetaan, ettd tdhti on Aurin-
gon kokoinen.
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5 Sateilymekanismit

5.1 Mika pitdisi kvanttiluvun n olla, jotta vetyatomin siirtymaa
n + 1 — n vastaava aallonpituus olisi 21.05cm? Téahtienvili-
sen aineen havaitaan siteilevin t&lla aallonpituudella varsin voi-
makkaasti. Voineeko séteily johtua em. siirtymé&sta?

5.2  Piirrd Planckin funktion B)(T) kuvaaja aallonpituusvalilla
[100 nm,1500 nm], kun lampdtila on
a) 5000K, b) 6000K.

5.3  Laske lampdtilassa T olevan mustan kappaleen siteilyn kokonais-
intensiteetti.

5.4  Avaruuden tayttdd maailmankaikkeuden alkuajoilta jiljelle jaa-
nyt taustasateily, joka talla hetkellad vastaa 2.7 K lampdétilassa ole-
van mustan kappaleen sateilyd. Milld aallonpituudella siteilyn in-
tensiteetti on suurimmillaan? Mikd on taustaséteilyn kokonaisin-
tensiteetti? Kuinka suuri on séteilyn intensiteetti nikyvan valon
alueella verrattuna Auringon intensiteettiin?

5.5  Laske sulavan jadn lamposateilyn kokonaisvuontiheys ja maksi-
mi-intensiteetin aallonpituus.

5.6 a) Mustan kappaleen ldmpétila on T'. Kuinka suuri osa sen sitei-
lyenergiasta tulee valiltd [A;,\2], kun A1,A2 <€ Apax?
b) Hehkulampun wolframlangan 7' = 2500 K. Kuinka suuri osa
energiasta on nékyvii valoa (A € [400 nm,700 nm])?

5.7  Punaisen jittilaisen 7" = 2500 K ja sdde 100 Auringon sidetta.
a) Laske tdhden kokonaisluminositeetti ja luminositeetti visuaa-
lialueessa (A € [400nm,700 nm]).

b) Kuinka kauas olisi 100 watin lamppu vietdvi, jotta se ndyttéisi
yhté kirkkaalta kuin em. tdhti 10 parsekin paasta?

5.8  Aurinkovakio eli Auringon sdteilyvuon tiheys maapallon etiisyy-
delld on 1390 Wm~2. Auringon kulmalipimitta on 32’. Laske
Auringon efektiivinen lampdétila.

5.9 a) e Eridanin absoluuttinen bolometrinen magnitudi on My, =
5.4 ja efektiivinen lampotila T, = 4600 K. Laske tdhden séde, kun
Auringolle Mo, = 4.7 ja Te,o = 5800 K.

b) Siriuksen T, = 10000K, ndenndinen visuaalinen magnitu-
di my = —1.5, etdisyys r = 2.67pc ja bolometrinen korjaus
BC = 0.5. Laske Siriuksen sade.

5.10 Er&in kaksoistidhden komponentin A ndenniinen magnitudi on 5.2
ja komponentin B 6.2mag. A:mn efektiivinen 1ampdtila on 4250 K.
Laske B:n efektiivinen lampdtila, kun komponenttien sdteet ovat
yhtasuuret. Oletetaan, ettd BC = 0.
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5.11

5.12

5.13

Auringon havaittu vuontiheys aallonpituudella A = 300nm on
0.59Wm 2nm~!. Laske Auringon kirkkauslimpdtila tilld aal-
lonpituudella.

Varilampdétila voidaan maadrata kahden eri aallonpituudella mita-
tun magnitudin avulla. Osoita, ettid kiytettiessi B— ja V —mag-
nitudeja (aallonpituudet 440 nm ja 548 nm) vérilampotila voidaan
laskea kaavasta

7000 K

(B—V) + 047’

kun oletetaan, etti B = V spektriluokan AQ tdhdille, joiden vi-
rildimpdtila on noin 15000 K.

T. =

a) Plasman kineettinen limpd&tila on 106 K. Laske elektronin kes-
kimaaradinen nopeus. (Esimerkiksi Aurinkoa ympéar6ivan harvan
koronan lampétila on tétd luokkaa.)

b) Mika olisi taskuldmpimén elektronin nopeus? (Tx = 25°C).
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6 Taivaanmekaniikka

6.1 Laske Maan vetovoiman kiihtyvyys 350 km:n korkeudella maan-
pinnasta. Miksi avaruusaluksessa oleskeleva astronautti/kosmo-
nautti tuntee itsensd painottomaksi?

6.2 Kappaleeseen vaikuttava voima on suunnattu aina samaa pistetta
kohti, mutta on muuten tdysin mielivaltainen. Osoita, ettd kap-
paleen rataimpulssimomentti on vakio.

6.3 Laske ympyraradalla liikkkuvan planeetan ratanopeus ja impulssi-
momentti. Milla planeetalla on pienin impulssimomentti?

6.4 Saturnuksen B-renkaan massa on 1076 Saturnuksen massaa, si-
sdreunan side 121000km ja ulkoreunan 137 000 km. Laske ren-
kaiden impulssimomentin suhde Saturnuksen pyo6rimisliikkeen im-
pulssimomenttiin olettaen Saturnus homogeeniseksi palloksi (mi-
té se ei kylla valitettavasti ole), jonka sdde on 60 000 km ja massa
5.69 x 1026 kg. Saturnuksen pydrihdysaika on noin 10.5 tuntia.

6.5 Laske ratanopeuksien suhde vapheli/Vperineli. Paljonko timi on
maapallolle?

6.6  Asteroidi Eros liikkuu radalla, jonka periheli on 1.1084 ja apheli
1.8078 astronomisen yksikon pédssd Auringosta. Laske asteroidin
nopeus sen ollessa Marsin keskietdisyydelld Auringosta.

6.7  Vakoilusatelliitti kiertda maapalloa napojen kautta kulkevalla ym-
pyriradalla. Sen kiertoaika on 11 tuntia.
a) Mikd on satelliitin korkeus maanpinnasta?
b) Satelliitti ylittdd Suomen viranomaisten sotilassalaisuutena
varjeleman lentokoneiden varalaskupaikan Lusissa kello 12:00.
Missé satelliitti on tullessaan seuraavan kerran samalla leveysas-
teelle? (Lentokentén leveys on 61°18.5' ja pituus 26°7'.)
¢) Missi satelliitti on seuraavana paivand kello 12:007

6.8  Laske geostationaarisen (so. maasta katsoen paikoillaan pysyvin)
satelliitin radan sdde. Onko maapallolla alueita, joita ei voi néh-
di mistddn geostationaarisesta satelliitista? Jos on, niin kuinka
suuri osa koko maapallon pinnasta?

6.9 Laske Auringon keskitiheys sen kulmaldpimitan ja vuoden pituu-
den avulla.

6.10 Laske pakonopeus Maan, Kuun, Jupiterin ja Auringon pinnalta.

6.11 Kivi paiskataan atmosfadrittémén planeetan pinnalta pystysuo-
raan ylospéin nopeudella v,/ V/2, missi v, on pakonopeus. Kuin-
ka korkealle kivi nousee? Jos kivi heitetdan vaakasuoraan samalla
nopeudella, kuinka kauas se lentda?
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6.12 Kivi heitetiin Maassa vaakasuoraan nopeudella 1ms~—!. Miki on
lentoradan eksentrisyys? Mika olisi perigeumetiisyys ja -nopeus,
jos Maan massa olisi keskittynyt Maan keskipisteeseen? Ilman-
vastusta ei oteta huomioon (eikd paljon muutakaan). Enté jos ki-
vi vaihdetaan nopeudella 800ms~—! lihteviin ammukseen?

6.13 Luotain liikkuu radalla, jonka apheli on 1AU:n ja periheli
0.72 AU:n etdisyydelld Auringosta. Luotain saapuu Venukseen ol-
lessaan ratansa perihelissa.

a) Mikd on Maan ja Venuksen heliosentristen longitudien erotus
laukaisu- ja saapumishetkelld? Oletetaan planeettojen radat ym-
pyroiksi.

b) Koska on ylikonjunktiota 7.4.1981 seuraava lahetysikkuna?

c¢) Kuinka paljon luotaimen nopeus poikkeaa aphelissd Maan ja
perihelissi Venuksen ratanopeudesta?

6.14 Kappaleen radan eksentrisyys on e. Kuinka suuren osan kiertoa-
jastaan se viettdd ratansa kauimmaisessa puoliskossa (kuvan kat-
koviivoitetulla osalla)? Sovella tulosta Halleyn komeettaan, jon-
ka e = 0.967.

-

203

~ao

6.15 Laske maapallon keskianomalia sekd eksentrinen ja luonnollinen
anomalia neljinnesvuoden kuluttua perihelisté.

6.16 Mars oli perihelissd 2.2.1981. Laske sen paikkavektori 2.2.1982.
Piirrd tilanteesta kuva, johon merkitset paikkavektorin lisiksi ke-
vittasauspisteen, perihelin ja nousevan solmun suunnat. Marsin
nousevan solmun pituudelle voit kiyttdd arvoa 2 = 49.4° ja pe-
rihelin pituudelle w = 335.7°.

6.17 Kaukana Maasta liikkkuu meteoroidi nopeudella vg. Osoita ener-
gian ja impulssimomentin siilymisen avulla, ettd meteoroidi tor-
m&d maapalloon, jos

s < \/R% + 26 Mg Ro /0.

6.18 Komeetan nopeus sen ollessa ddrettomén kaukana Auringosta on
5ms~!. Jos se liikkuisi suoraa pitkin, se ohittaisi Auringon 1 AU:m
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6.1

paasta. Laske radan eksentrisyys, isoakselin puolikas ja periheli-
etdisyys. Mitad arvelet komeetalle tapahtuvan?

9 Laske pikkuplaneetta 1524 Joensuun rektaskensio ja deklinaatio
5.1.1985 kello 0 UT. Tarvittavat tiedot 16ydat seuraavista taulu-
koista. Ensimmaisessd taulukossa on rataelementtejd; M on kes-
kianomalia 1.12.1985 kello 0 ET (joka on likimain sama kuin UT)
ja u on keskiliike asteina p#ivéssi. Toisessa taulukossa on Aurin-
gon geosentrisid ekvatoriaalisia koordinaatteja.

D demepuasr Maanx miuaner Ha 1985 rom:

ELEMENTS

ECLIPTIC AND EQUINOX 1950.0
EPOCH 1985 DECEMBER 1.0 ET

5| s
Planet = = M o Q i e o a

BN Q

m m’ o - < o o
1521 Seindjoki 16.9 | 13.3 | 268.84759 | 47.42806 | 12.28890 | 15.05432 [ 0.1382983 0.20452894 | 2.8529854
1522 Kokkola 16.2 | 13.7 | 298.83025 { 30.82862 | 60.18436 | 5.35227 | 0.0711248 0.27050363 | 2.3678489
1523 Pieksdmaki . 15.6 | 13.4 | 325.84244 | 187.15855 | 327.44671 | 5.14416 | 0.0941934 0.29359126 | 2.2420260
1524 Joensuu 16.0 | 11.9 | 165.02920 3.86717 | 347.71566 | 12.65318 | 0.1092830 0.17898647 | 3.1183371
1525 Savonlinna 16.5 | 13.2 ] 173.23060 | 63.81178 | 279.11638 | 5.88346 | 0.2621869 0.22237075 | 2.6982630

Actponomuueckuii exxerogauk CCCP ma 1985 ron:

HPAMOYIrOJBHBIE KOOPJHHATHI CONHITA 1985

0" 5PeMepUAHOrO BPOMOHH
Cpepgmee paBHogencTBue 1985.0
Hara
X1985.0 Yiess.0 Z1985.,0
fias. 0 0.1623843 ~ 519 —0.8897251,, 5904, "%7%¢ —0.3857825, 1576, 712
1 0 1780052 s 0.8860170" sop0q 275 0.3845644 13g79 1195
2 0.1967688 11009 23 0.8838336 gqpy 2740 0.3832268 japne 1199
3 0.2138701 170338 °7° 0.8804759 34506 272° 0.3817703 15749 1184
4 0.2309039 160612 "2° 0.8768453 39093 277 0.3801954 14957 1178
5 0.2478651 60336 77 —0.8729430; 4170572 —0.3785027, 190517
6 +O.2647489H,:22ﬁ 824 0.8687704 sprrq 20 0.3766029 1oy 1165
7 0.2815503 147142 27 0.8643288 47091 2670 0.3747666 4005 1160
8 0.2082645 1gg923 O° 0.8596197 49755 2004 0.3727243 45555 1152
9 0.3148868 155305 0.8546442 sggs 2048 0.3705668 grpy 1147
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7 Aurinkokunta

7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

7.6

7.7

7.8

Siirtyykoé Venus suurimmasta itdisestd elongaatiosta suurimpaan
lantiseen elongaatioon nopeammin vai hitaammin kuin lantisesta
itdiseen? Perustele vastaus kuvien avulla.

Mika on suurin mahdollinen elongaatio seuraaville planeetoille:
Merkurius, Venus, Mars? Kuinka monta tuntia likimé&rin pla-
neetta on télloin ndkyvissd ennen auringonnousua tai auringon-
laskun jilkeen? Oletetaan Auringon ja planeetan deklinaatioksi
6 = 0°.

a) Mika on Venuksen suurin mahdollinen geosentrinen leveys, ts.
kuinka kaukana Auringon suunnasta Venus voi nékyé alakonjunk-
tion aikaan? Oletetaan Venuksen ja Maan radat ympyréiksi.

b) Venuksen radan nousevan solmun pituus on 77°. Milloin a)-
kohdan tilanne suunnilleen voi sattua?

¢) Milloin Venus voi ndkyd Auringon pinnan edessé (ylikulku)?

Voiko téydellinen auringonpimennys sattua, kun Kuu on a) apo-
geumissa, b) keskietdisyydelladn Maasta? Voiko pimennys olla
rengasmainen, kun Kuu on perigeumissa?

a) Laske Maan varjon halkaisija Kuun etédisyydelld Maasta.
b) Kuinka kauan tdydellinen kuunpimennys voi kestda?

a) Kuun etdisyys Maan keskipisteestd oli efemeridien mukaan

27.11.1981 63.75Rg
11.12.1981 95.94Rg

missi Rg = 6378 km =Maan ekvaattorisdde. Mika oli Kuun néen-
néinen ldpimitta mainittuina paivind? Kuun sdde on 1738 km.
b) Laske Kuun suurin ja pienin etdisyys Maasta sen rataelement-
tien avulla (a = 384400km, e = 0.055). Vertaa tuloksia a)-koh-
dan arvoihin. Mitd huomaat? Selitys??

Erdan planeetan kahden perdkkiisen opposition vilinen aika on
398.9 vuorokautta. Oppositiossa planeetan naennéiseksi kulmal&-
pimitaksi on saatu 47.2". Laske planeetan sideerinen kiertoaika,
radan isaoakselin puolikas ja planeetan todellinen ldpimitta kilo-
metreissd. Mika planeetta on kyseessid?

a) Kolmen eri ympyréradoilla liikkkuvan kappaleen kulmanopeu-
det (eli keskiliikkeet) ovat ny, ng ja ng. Osoita, ettd néilla kol-
mella kappaleella on synodinen jakso, jos ja vain jos on olemassa
nollasta eroavat kokonaisluvut ki, k2 ja ks siten, ettéd

kiny + kang + kang = 0,
ki + ko + k3 =0.



28

Tehtavid lukuun 7

7.9

7.10

7.11

7.12

7.13

7.14

(Synodinen jakso tarkoittaa aikavilid, jonka kuluttua kappaleiden
muodostama kuvio toistuu samanlaisena vaikkakin mahdollisesti
eri suunnassa keskuskappaleesta katsottuna.)

b) Jupiterin kolmen Galilein kuun keskiliikkeiden vélill& on yht&lo

Nio — 3nEuropa + 2"’LGanymedes =0.
Laske néiden kuiden synodinen jakso.

Merkuriuksen sideerinen py&riahdysaika on 58.6d ja Venuksen
243.1d (retrogradiseen suuntaan). Kiertoajat Auringon ympé-
ri ovat vastaavasti 0.241a ja 0.615a. Laske vuorokauden pituus
kummallakin planeetalla.

Pluton kuun Charonin kiertoaika on 6.39 d ja radan isoakselin puo-
likas 20 000 km. Laske Pluton massa ja tiheys, kun tiedetidan, etta
Pluton halkaisija on 2500 km ja Kharonin halkaisija on 1500 km.
Oletetaan, ettd molempien tiheys on sama.

Asteroidi 22 Kalliopen UBV-fotometrisissd havainnoissa saatiin
allaolevassa taulukossa annetut magnitudit.

a) Piirrd valokdyréd ja madraa siitd valonvaihtelun suuruus mag-
nitudeina.

Mista valonvaihtelu johtuu?

T(UT) VvV  T(UT) VvV  TUT) V

20:30 7.31 22:30 7.29 00:30 7.31
20:45 7.35 22:45 7.32 00:45 7.35
21:00 7.31 23:00 7.30 01:00 7.32
21:15 7.28 23:15 7.26 01:15 7.29
21:30 7.26 23:30 7.22 01:30 7.26
21:45 7.21 23:45 7.20 01:45 7.22
22:00 7.24 00:00 7.20 02:00 7.21
22:15 7.27 00:15 7.27 02:15 7.24

a) Laske oppositiossa olevan ulkoplaneetan takenevan liikkeen
suuruus vuorokauden aikana. Oletetaan, ettd planeettojen radat
ovat ympyroita.

b) Pluto 16ydettiin vuonna 1930 kahdesta 6 vuorokauden vélein
lahelld Pluton oppositiota otetusta valokuvauslevysti. Ko. levyil-
la yhta astetta vastasi 3 cm. Miten paljon Pluto oli liikkunut ku-
vien oton valilla? Paljonko tyypillinen asteroidi liikkuu samassa
ajassa?

Maasta havaitaan planeettaa sen ollessa oppositiossa tai alakon-
junktiossa. Valon &irellisen nopeuden vuoksi planeetta on ha-
vaintohetkelld ehtinyt siirtyd havaitusta suunnasta. Laske tdma
suunnan muutos planeetan radan siteen funktiona. Voit olettaa
radat ympyroéiksi. Milla planeetalla on suurin poikkeama ja kuin-
ka suuri se on?

Jos auringonpimennyksessd Kuu peittdd Auringon halkaisijasta
osan = (x € (0,1]), kuinka suuri osa p Auringon pinta-alasta on
peittyneeni? Oletetaan Auringon ja Kuun ndenniiset halkaisi-
jat yhta suuriksi. Laske p 20.7.1982 tapahtuneelle pimennyksel-
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7.15

7.16

7.17

7.18

7.19

7.20

le, kun Helsingistd ndhtyni Auringon halkaisijasta oli peittyneené
osa x = 0.39. Miki oli tuolloin Auringon nienndinen magnitudi?

Kuun kulmaldpimitta Maasta katsottuna on 0.5°. Taydenkuun
ndenndinen magnitudi on —12.5 ja Auringon —26.7. Laske Kuun
geometrinen ja Bondin albedo. Oletetaan, ettid Kuu heijastaa kai-
ken valon isotrooppisesti avaruuskulmaan 27 steradiaania (mika
ei kyllakdan pidd paikkaansa).

Merkuriuksen ellipsiradan eksentrisyys on e = 0.206. Paljonko
Auringon nienniinen magnitudi vaihtelee Merkuriuksesta nihty-
nd? Miten Auringon pintakirkkaus vaihtelee?

100 metrin lapimittainen asteroidi ldhestyy Maata nopeudella
30kms~!. Laske asteroidin ndenndinen magnitudi a) viikkoa, b)
piivad ennen sen tormadmistd maapalloon. Oletetaan, ettd vai-
hekulma on a = 0° ja asteroidin geometrinen albedo p = 0.1.
Mita arvelet mahdollisuuksista havaita tallainen asteroidi hyvis-
sd ajoin etukdteen? Arvioi, kuinka paljon torméayksessa vapautuu
energiaa ja millaista pommia se vastaa. (Pommien voimakkuudet
ilmoitetaan usein vertaamalla niitd yhden TNT-tonnin rijihtées-
sé vapautuvaan energiaan, joka on 4.184 x 10°J.)

Piirra vesihoyryn osapaineen muutos maapallon ilmakehéassé kor-
keuden funktiona. Milld korkeudella osapaine on pudonnut puo-
leen pinnalla olevasta arvosta?

Laske komeetan l&mpétila sen ollessa a) 10AU:n, b) 1AU:n, c)
0.5 AU:n passsd Auringosta. Oletetaan komeetan Bondin albe-
doksi 0.05.

Valaisevat yopilvet ovat kymmenien kilometrien korkeudessa il-
makehéssi leijuvia ohuita pilvid, jotka nakyvit Auringon pais-
taessa niihin. Parhaiten y&pilvid voi ndhda syyskesélld pohjoisen
suunnalla.

Valaiseva yopilvi nikyy pohjoisessa 10 asteen korkeudella. Aurin-
ko on samalla hetkelld pohjoisessa 12° taivaanrannan alapuolella.
Laske pilven korkeus maanpinnasta.
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8 Tahtien spektrit

8.1

8.2

Alla on osa erddn padsarjan tdhden spektristd. Kuvaan on mer-
kitty vedyn Balmerin sarjan viivat H, (434.0 nm), Hs (410.2 nm),
H. (397.0 nm) ja H¢ (388.9 nm).

Hy H, H; H,

| | |
I I I N N D R |
a) Laske spektrin dispersio kolmen viivaparin avulla. Ilmoita myos
mittausten keskiarvo.
b) Nikyvitko seuraavat viivat tdhden spektrissa:
neutraali helium He I, A = 402.6 nm,

ionisoitunut kalsium Ca II, A = 393.4nm (K-viiva).
c) Paittele likimain tdhden spektriluokka.

Alla on kaksi Turun 70 cm:n Schmidt-teleskoopin objektiivipris-
malla kuvattua spektrid. Spektrien aallonpituusvéli on noin
380 — 500nm. Kuva on osasuurennus valokuvauslevysta; kuvaan
valotettujen poikkiviivojen vili on todellisuudessa 1 mm.

a) Prisman dispersio riippuu aallonpituudesta. Jos kahden viivan
aallopituudet ovat A1 ja As, niiden vélimatka levylld on

1 1
d=A <_ - _>.
AN
Maaraa vakio A kayttdmalld useampia viivapareja. Ilmoita dis-
persio erikseen sinisessd ja punaisessa padssa. 1 on spektriluokan
B3 V téhti ja siind erottuvat selvasti Balmerin sarjan viivat.

b) Edustaako alempi spektri aikaisempaa vai myohdisempdi
spektriluokkaa kuin ylempi? Perustele vastausta.
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9 Kaksoistahdet ja tahtien massat

9.1

9.2

9.3

94

Kaksi auringonmassaista tihted kiertdd toisiaan ympyriradalla
1 AU:n etdisyydelld toisistaan. T&htid katsotaan niiden ratatason
suunnasta, jolloin niiden yhteisen spektrin viivat jakaantuvat jak-
sollisesti kahtia. Laske tahtien H.-viivojen aallonpituuksien suu-
rin mahdollinen erotus, kun viivan lepoaallonpituus on 434.05 nm.

Kaksoistdhden trigonometrinen parallaksi on 0.1”, komponenttien
kulmaetaisyys suurimmillaan 5" ja periodi 50a. Laske kaksois-
tdhden massa.

Kaksoistdhden komponenttien massat ovat 1 Mg ja 3 Mg. Miké
on niiden vilinen etéisyys, kun kiertoaika on 50 a ja suhteellinen
rata on ympyra?

a) M-massaista tihted kiertdd ympyriaradalla m-massainen pla-
neetta etdisyydelld a. Tahti kiertdd systeemin painopisteen ym-
pari etaisyydelld a’. Osoita, etté

MP? = a*(a —a'),

missé P on kiertoaika vuosina, [a] = [a¢'] = AU, [M] = [m] = Me.
b) Barnardin tdhden etiisyys on 1.83 pc ja massa 0.135 Mg. Sen
havaitaan heilahtelevan 25 vuoden jaksoissa amplitudilla 0.026".
Jos tdma liike johtuu tahtea kiertdvasta planeetasta, mika on pla-
neetan massa ja radan side?
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10

10.1

10.2

10.3

10.4

Tahtien rakenne

Laske energiantuotto massayksikkoa kohti seuraavissa reaktioissa:

a) 4'H — *He,
b) 3%He — 12C,
c) 278Si— 5OFe.
Huomaa, ettd atomit ovat taysin ionisoituneita.

a) Montako pp-reaktiota Auringossa tapahtuu sekunnissa? Au-
ringon luminositeetti on 3.9 x 1026 W, protonin massa m, =
1.007280 amu ja a-hiukkasen massa m, = 4.001514 amu. Yksi
amu on 1.6604 x 10727 kg.

b) Montako pp-reaktioissa syntynyttd neutriinoa osuu maapal-
loon sekunnissa?

Neutriinon massa-absorptiokerroin on x = 102! m2kg!. Laske
neutriinon vapaa matka Auringon keskustassa ja vertaa tatd Au-
ringon sateeseen.

Oletetaan, ettd tdhden tiheysjakautuma on

Po
p(r) = ﬁ(R—T)Q;
missd R on tdhden side ja pg tiheys keskustassa. Laske paine
etdisyydella r keskipisteesta.




11 T&htien kehitys 33

11

11.1

11.2

11.3

Tahtien kehitys

Laske vapaan kutistumisen aikaskaala vetypilvelle, jossa Hy-mo-
lekyylien tiheys on n = 3000 cm™3. Oletetaan, etti tihdet syn-
tyvat kutistumalla téllaisista vetypilvistd. Laske montako keski-
madrin auringonmassaista tihted Linnunradassa syntyy vuodes-
sa, kun oletetaan, ettd pilvid on 100 kappaletta, pilven massa on
5 x 10* Mg ja 10 % pilven massasta muuttuu tihdiksi.

Vegan (spektriluokka AOV) massa on 2 M), side 3 R ja lumino-
siteetti 60 L. Laske sen terminen aikaskaala ja ydinaikaskaala.

Oletetaan, ettd tdhti viettdd piidsarjassa 10 miljardia vuotta ja
polttaa 10 % vetyvarastostaan. Sitten tahdestd tulee nopeasti
punainen jattildinen ja sen luminositeetti kasvaa 100-kertaiseksi.
Kuinka kauan jattildisvaihe kestid, jos oletetaan, etti sen aikana
palaa yksinomaan jaljelld oleva vetyvarasto?

T B UG LB TG UTEe

AL LI LR
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12

12.1

12.2

12.3

12.4

12.5

Aurinko

Aurinkovakio eli Auringon siteilyvuon tiheys maapallolla on
1390 Wm~—2.

a) Laske vuontiheys Auringon pinnalla, kun Aurinko nikyy maa-
han 32" kulmassa.

b) Kuinka suurelta alueelta Auringon pinnalta voisi kerdtd 1000
megawatin tehon?

Loviisan ydinvoimalalle on varattu noin 5 hehtaaria maata.
Alueelle mahtuisi neljid 700 megawatin voimalaa. Montako vie-
riviereen rakennetuilla voimaloilla peitettyd maapalloa tarvittai-
siin Auringon tehon tuottamiseen?

Erdiden teorioiden mukaan Auringon efektiivinen lampétila 4.5
miljardia vuotta sitten oli 5000 K ja sade 1.02 kertaa nykyinen sa-
de. Laske aurinkovakion arvo tuohon aikaan. Maan radan siteen
oletetaan pysyneen koko ajan vakiona.

Maérad auringonpilkkuluku allaolevasta kuvasta. Oletetaan, ettd
henkilokohtainen korjauskerroin on C = 1.

Osoita, ettd auringonpilkut eivét voi olla Aurinkoa kiertdvia pla-
neettoja.
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13

13.1

13.2

13.3

13.4

13.5

13.6

13.7

Muuttuvat tahdet

0 Cephein nienndinen visuaalinen magnitudi vaihtelee valilla
3.7 < my < 4.6. Periodi on 5.36634 d. Laske tdhden etisyys.

RR Lyrae -tdhtien absoluuttinen visuaalinen magnitudi on 0.6 £
0.3. Kuinka suuri on tastd magnitudien hajonnasta aiheutuva
etdisyyden suhteellinen virhe?

Pitkdperiodinen muuttuja on maksimissaan 1.0 (bolometristd)
magnitudia kirkkaampi kuin minimissi. FEfektiivinen lampdtila
maksimissa on 4500 K. Kuinka suuri on 7, minimissi, jos ko-
ko muutos johtuu ldmpdtilan muutoksesta? Jos taas lampdtila ei
muutu, kuinka suuri on sdteen suhteellinen muutos?

Mira-tdhden efektiivinen 1dmpdtila on noin 2000 K.

a) Kuinka suuri osa séteilystad tulee ndkyvan valon aallonpituus-
alueessa [400 nm,700 nm]?

b) Jos visuaalimagnitudin vaihtelu Am = 6 mag aiheutuisi pel-
kéastdan lampotilan vaihteluista, kuinka suuri pitdisi lampdétilan
muutoksen olla?

Rapusumun sidde on noin 3' (vuonna 1983) ja se laajenee
0.21" vuodessa. Sumussa on havaittu keskustdhteen ndhden
1300 kms~—! radiaalinopeuksia.

a) Laske sumun etéisyys, kun oletetaan laajenemisen tapahtuvan
pallosymmetrisesti.

b) Rapusumun kohdalla on havaittu supernovan leimahdus. Mil-
loin se on suunnilleen tapahtunut? (Aléi lunttaa historian kirjas-
ta, vaan laske!)

¢) Miké on ollut supernovan nienniinen magnitudi, jos sen abso-
luuttinen magnitudi on ollut supernovalle tyypillinen —187

a) Jos Linnunradassa rajahtaa tyypin I supernova 200 vuoden vi-
lein ja tyypin II supernova 40 vuoden vélein, niin kuinka usein
keskimdérin rdjahtdd supernova?

b) Viimeinen havaittu supernova Linnunradassa havaittiin vuon-
na 1604 (Keplerin supernova). Miki on todennikoéisyys, etta vuo-
teen 1986 mennessé olisi rdjahtanyt tdman jilkeen ainakin yksi su-
pernova? Kysymyksessd on Poissonin prosessi, jossa

t/T)k
P(x, = k) = YT o
on todennikoisyys, ettd tapahtuma, jonka keskimaariinen toistu-

misvali on T', tapahtuu tdsmélleen k kertaa (k = 0,1,2,...) aika-
valilla [0,¢].

Vuonna 1987 Suuresta Magellanin pilvestd havaittiin supernova,
jonka neutriinovuo Maassa oli noin 1.3 x 10'# neutriinoa neliémet-
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rid kohti. Neutriinon keskimaarainen energia oli 4.2 MeV. Kuin-
ka paljon energiaa kaiken kaikkiaan vapautui neutriinoiden muo-
dossa?
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14

14.1

14.2

14.3

14.4

14.5

14.6

14.7

Kompaktit tahdet

Pulsarin 1973 4 214 periodi on 0.0016s.

a) Laske pulsarin pinnan nopeus ekvaattorilla, jos tdhden sdde on
10 km.

b) Miké on keskeiskiihtyvyyden ja gravitaatiokiihtyvyyden suhde
ekvaattorilla, jos tdhden massa on 1 Mg?

Pulsarin massa on 1.5 Mg, sdde 10km ja pyoéradhdysaika 0.033s.
Laske pulsarin impulssimomentti. Pyordhdysajassa tapahtuu
0.0003 s vaihteluita. Jos ne johtuvat tahden siteen muutoksis-
ta ("tdhdenjéristyksistd”), kuinka suuria ovat ndmé muutokset?

Eréaéssa tieteisromaanissa (Robert L. Forward: Dragon’s Egg, suo-
sittelemme, ilmestynyt myos suomeksi Ursan kustantamana) ava-
ruusalus kiertdd neutronitahted radalla, jonka sdde on 406 km.
Kiertoaika on sama kuin tdhden pydridhdysaika 0.1993s.

a) Laske tdhden massa ja alukseen kohdistuva vetovoiman kiih-
tyvyys.

b) Miten vetovoima vaikuttaa 175 cm mittaiseen astronauttiin ta-
mén seistessd suorana jalat kohti tdhted? Entd jos astronautti
loikoilee radan tangentin suuntaisena?

Laske protonin kokoisen (r = 107! m) mustan aukon massa. Pal-
jonko energiaa vapautuu, kun tallainen "miniaukko” hoyrystyy ja
muuttuu silkaksi energiaksi?

Fotoni ldhtee tihden pinnalta taajuudella v, ja saapuu daretto-
méan kaukana olevan havaitsijan silméin taajuudella v. Matkalla
fotoni punertuu siten, ettd muutos fotonin energiassa hv on yh-
td suuri kuin potentiaalienergian muutos. Johda yhteys v.:n ja
v vilille, kun fotoni on perdisin M-massaisen R-séteisen tih-
den pinnalta. Kuinka paljon punertuu Auringon valo matkallaan
Maahan?

Neutronitdhden massa on 2 Mg ja sidde 8 km. Pinnalle on asen-
nettu liikennevalot, joissa on paallekkidin kolme punaista lamp-
pua. Alin ndkyy punaisena, koska se on keskim&daraisen kulkijan
silmien korkeudella. Seuraavan lampun valo sinisiirtyy ja ndkyy
keltaisena. Ylimmén lampun valo sinertyy vield enemmén ja né-
kyy vihrednd. Kuinka suuri on oltava punaisen ja ”vihrean” lam-
pun valinen korkeusero?

Mustan aukon massa on 10 Auringon massaa ja pyoridhdysaika 2
sekuntia. Rontgensiteilyd emittoituu 0.8 Schwarzschildin siteen
etédisyydeltd aukon keskipisteestd aallonpituudella 1 nm. Miki on
siteilyn aallonpituus sen saapuessa 10 parsekin paédssi olevan ha-
vaitsijan silméin, kun interstellaarista punertumista ei oteta huo-
mioon?
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15

15.1

15.2

15.3

15.4

15.5

15.6

Tahtienvalinen aine

Miksi kylmén ja tihedn interstellaarisen vetypilven sisdosissa ei
esiinny séteilyd, jonka aallonpituus on pienempi kuin erds Ag?
Mika on Ag?

Magneettikenttd, jonka magneettivuon tiheys on B, vaikuttaa
nopeudella v liikkuvaan varaukseen ¢ voimalla F = ¢v x B.
Magneettikenttda vastaan kohtisuorassa suunnassa liikkuva va-
raus kiertdd tilloin ympyrirataa. Laske tdmin radan side tidh-
tienvélisessd magneettikentéssa liikkuvalle protonille, jonka liike-
energia on 1 MeV. Magneettivuon tiheys on B = 107! T.

Oletetaan, ettd interstellaarinen pilvi koostuu useista erillisistd
" pilvekkeistd”, jotka tayttdvat koko pilven tilavuudesta yhteensi
osan f (f € [0,1]). Osoita, ettd tiheydelle p pétee

<p>i=f<pt>,
missd < x > tarkoittaa suureen z keskiarvoa koko pilvessa.

Olkoon tihtienvilisen molekyylipilven l&mpdétila Ty = 30 K. Tés-
sd lampdtilassa CO-molekyylin viritystilat ovat pyoOrimisliikkeen
energiatiloja J, joiden energia on E; = J(J + 1)hB, missd
B = 57.6 GHz, h on Planckin vakio ja J on py0Orimisliikkeen kvant-
tiluku J = 0,1,2,. ... Laske, kuinka suuri osa CO-molekyyleistd on
perustilassa J = 0, kun eri energiatilojen miehitysluvut nsy nou-
dattavat Boltzmannin jakautumaa

ny_ g_‘]e—EJ/ka
- )
No 90

missd gy on tilan J degeneraatio, joka pyorimisliikkeen tapauk-
sessa on g5 = 2J + 1.

Téahden ldhettyvilla olevaan pieneen pélyhiukkaseen kohdistuu sé-
teilypaineen aiheuttama voima F..q, joka tyontidad hiukkasta pois-
péin tdhdestd ja on verrannollinen tdhden siteilyn vuontiheyteen.
Jos polyhiukkasen etéisyys tdhdestd on r ja tdhden luminositeet-
ti L, on siteilyn vuontiheys L/47nr?, joten Frag = k/r%, mis-
s k on vakio. Osoita, ettd jos hiukkanen ldhtee levosta etéi-
syydelta rq, hiukkasen nopeus lihenee lopulta tiettyd raja-arvoa
Voo = \/2k/mro, missd m on hiukkasen massa.

Tarkastellaan 1dhelld Linnunradan tasoa olevia interstellaarisia
pOlypilvid. Oletetaan, ettd pilvien lukumé&ira ndkdsiteelld on ja-
kautunut satunnaisesti niin, ettd ndkoside leikkaa k pilvea pituus-
yksikko# kohti (esim [k] = kpc™'). Todennikdisyys p(n), etti vii-
lill4 [0,r] ndkosdde leikkaa tasan n pilved, on silloin

(kr)ne—kr

p(n) = " , n=012,...
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15.7

Té&mi on Poissonin jakauma (vrt. 13.6). Oletetaan, ettd kukin
pilvi aiheuttaa takaa tulevaan siiteilyyn vérieksessin Ey. Osoi-
ta, ettd kun tarkastellaan eri suunnissa kiinteélld vélilla [0,r] ole-
via pilvid, voidaan Ey ja k madritad havaitun kokonaisvarieksessin
Ep_v ja sen nelion E%_,, keskiarvojen avulla seuraavasti:

<E}_, >
Ey=—7-——"-<Ep.yv>
0 <EB—V> B—-V 3
<FEp_v >
=SBV 2
’I'E()

Juuri syntynyt O-luokan tdhti, jonka pintalaimpétila on 32000 K,
valaisee 0.01 parsekin pi#sséd olevaa polypilved. Mikd on poly-
hiukkasten lampotila, jos niiden albedo on likimain nolla?

d
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16 Tahtijoukot ja assosiaatiot

16.1

16.2

Pallomaiseen joukkoon kuuluu 100000 tiahted, jotka ovat abso-
luuttisesti keskimédrin yhté kirkkaita kuin Aurinko. Laske jou-
kon n#enndinen magnitudi, jos sen etdisyys on 10 kpc.

Seuraavissa taulukoissa on kahden tihtijoukon tdhtien ndennéiset
magnitudit ja vérit (B — V).

a) Piirrd joukkojen HR-diagrammat (mieluimmin lapinidkyvélle
paperille).

b) Aseta kuvat paillekkiin ja siirtele niitd pystysuunnassa, kunnes
péadsarjat yhtyvat. Niin saat mahdollisimman pitkd pi&sarjan.
Kéayta hyviksi myos alla olevaa Hyadien HR-diagrammaa. (Hya-
dien diagramma perustuu Hipparcos-luettelon tietoihin.) Maarda
nollain padsarja ZAMS ja joukkojen iit.

¢) Hyadien avulla saat selville absoluuttiset magnitudit. Maaria
niiden avulla joukkojen etdisyydet.

NGC2477

V. B-V V. B-V V. B-V V. B-V V. B-V

12.47
13.65
11.66
12.76
12.05
12.33
12.18
13.69

9.81
12.08
12.11
12.56
13.37
11.94
11.61
14.25
11.41
12.55
10.81
13.86

1.24 1434 0.63 1392 0.62 11.36 1.06 12.04 1.28
-0.16 11.81 128 14.09 0.66 10.84 0.68 14.35 0.66
1.20 1196 1.21 1340 054 1146 144 13.13 0.55
1.22 1228 1.18 1342 0.61 13.15 0.55 10.72  0.17
1.22 12,63 1.26 1449 1.89 14.01 0.61 10.83  0.96
1.20 1149 144 1446 0.63 12.62 0.57 14.27 0.66
1.23 1140 155 13.87 0.82 1338 0.80 14.71  0.70
066 11.42 1.58 13.57 063 13.79 0.63 1416 1.14
1.88 1196 1.22 1363 0.69 16.59 1.03 13.84 0.58
1.27 11.85 1.20 13.80 0.66 11.32 147 12.21 1.20
1.26 1327 0.58 1393 0.65 1344 0.66 13.79  0.56
117 14.57 0.62 1338 0.58 13.04 0.52 14.63 0.68
094 15.23 0.81 13.82 0.61 1440 0.60 13.09 0.51
0.58 13.99 0.63 11.62 1.19 1286 0.74 13.58 0.51
1.25 13.68 0.64 10.61 099 13.51 0.60 13.27 048
0.58 14.86 0.72 1341 059 1285 0.50 15.18 0.67
142 14.04 0.67 14.74 0.66 14.55 0.63 14.80 0.68
1.20 14,55 0.71 1430 0.71 12.89 0.50 14.03  0.57
1.24 1325 0.58 13.34 0.73 11.61 1.23
0.64 13.19 0.81 1223 1.19 15.07 0.69
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NGC1039

V. B-V

9.64
9.46
11.94
10.93
8.82
10.51
10.31
10.10
8.48
10.46

0.034
0.540
0.47
0.27
0.03
0.198
0.134
0.11
0.051
0.164

V. B-V

11.21
10.46
11.21
12.20

8.98
11.47
11.13

8.52

8.46
11.95

1.088
0.201
0.35

0.645
0.001
0.36

1.046
0.001
0.008
0.469

11.45
9.72
11.77
9.89
8.33
10.74
11.18
10.01
9.93
11.09

B-V V
0.351 7.94
0.17 8.80
0.278  9.30
0.098 10.45
-0.006 11.45
0.276 11.97
0.342 8.85
0.115 10.96
0.116 9.31
0.398 10.97

B-V
-0.003
0.060
0.053
0.2
0.38
0.677
0.028
0.954
0.049
1.012

11.50
7.33
11.45
10.27
8.26
10.28
10.93
10.63
9.56
8.89

B-V
0.36
0.944
0.414
0.136
0.01
0.143
0.156
0.531
0.06
-0.02

My

Hyadit

16.3 Hahmottele HR-diagramma téhtijoukolle, jonka ikd on 200 mil-
joonaa vuotta. Huomaa, ettd joukon tdhdet ovat syntyneet suun-
nilleen samaan aikaan.
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Tehtavia lukuun 17

17

17.1

17.2

17.3

Linnunrata

Aurinko kiert#i#i Linnunradan keskusta nopeudella 220 kms—! pit-
kin ympyrarataa, jonka side on noin 8.5 kpc.

a) Kuinka suuri massa on Auringon radan sisdén jadvalld Linnun-
radan osalla?

b) Mika on pakonopeus Auringon etdisyydelld Linnunradan kes-
kustasta?

¢) Kuinka suuri on Auringon keskeiskiihtyvyys?

Oletetaan, ettd Auringon etdisyys Linnunradan keskustasta tun-
netaan, mutta nopeudeksi on saatu 10 % virheellinen arvo. Kuin-
ka paljon tdmén perusteella laskettu Linnunradan massa poik-
keaa oikeasta?

Radiohavaintojen avulla on suunnassa £ = 310° sijaitsevalle HII-
alueelle mitattu radiaalinopeudeksi —80kms~'. Mik$ on alueen
etédisyys? Vertaa tulosta allaclevaan kuvaan, johon on piirretty
radiaalinopeuden tasa-arvokiyrit. Selitys ristiriitaan?
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174

17.5

17.6

17.7

17.8

17.9

a) Pallomainen joukko kiertdd Linnunrataa 15 kpc:n keskietdisyy-
delld. Mika on joukon kiertoaika?

b) Pallomaiset tdhtijoukot liikkuvat yleensa hyvin eksentrisilla ra-
doilla. Missd joukot viettdvit suurimman osan ajastaan? Kum-
pia on mielivaltaisella ajanhetkelld enemmain, hitaasti vai nopeas-
ti liikkkuvia joukkoja?

Oletetaan, ettd Aurinko ja jokin tahti kiertdvat Linnunradan kes-
kusta ympyriradoilla, joilla on sama side ja sama ratanopeus ja
jotka sijaitsevat Linnunradan tasossa. Osoita, ettd tdhden omi-
naisliike on riippumaton sen ja Auringon vilisestd etdisyydesta.
Laske tdméin ominaisliikkeen suuruus.

Suunnassa £ = 145° Linnunradan tasossa on havaittu kefeidin ra-
diaalinopeudeksi 80 kms~!. Miki on tihden etiisyys? Kefeidin
jakso on 3.16 vuorokautta ja sen ndennéinen visuaalinen magni-
tudi on 12.3. Mika on tdhden niista tiedoista laskettu etaisyys?

Selitys??

Oletetaan, ettéi Linnunradan massa (M = 2 x 10*! Mg,) on keskit-
tynyt sen keskipisteeseen. Hetkelld ¢ = 0 havaitsemme radiaalisen
”spiraalihaaran”. Laske ympyraradoilla liikkkuvien tahtien paikat
50, 100, 150, 200 ja 250 miljoonan vuoden kuluttua. Piirra tilan-
ne kullakin hetkelld. Mité voit sanoa spiraalihaaran sdilymisesta?

QL%VL%%%

1 kpc 5 kpc

a) Moniko oppikirjan lahimpien tahtien taulukon tdhdistd on myos
kirkkaimpien tdhtien luettelossa? Mikd mahtaa olla syyna?

b) Jos tahtitiheys olisi kaikkialla 1ahimpien tahtien luettelon mu-
kainen, montako tdhted olisi pallossa, jonka side on Canopuksen
etdisyys?

c¢) Arvioi 1ahimpien tdhtien massat massa-luminositeetti-relaation
avulla. Jos tahtitiheys olisi sama koko Linnunradassa, mikéa olisi
Linnunradan massa?

Kuvitellaan, ettd Linnunrata on tasapaksu levy ja ettd Aurinko
on tdméin levyn keskitasossa. Olkoon kohteen absoluuttinen mag-
nitudi M, galaktinen leveys b ja etdisyys keskitasosta z. Joh-
da ndenniisen magnitudin lauseke, kun ekstinktio Linnunradan
kiekossa on amagkpc™*. Jos Linnunradan paksuus on 200 pc,
M =0, b = 30°, kohteen etidisyys r = 1kpc ja a = lmagkpc_l,
miki on kohteen ndenniinen magnitudi?
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Tehtavid lukuun 18

18

18.1

18.2

18.3

18.4

18.5

18.6

Galaksit

Joissakin seuraavista tehtdvista tarvitaan Hubblen vakiota H.
Tamén ”vakion” arvoja muutellaan jatkuvasti, mutta se lienee
50 < H < 75kms~' Mpc™'. Ratkaisut on laskettu kiyttimalla
arvoa H = 75kms~! Mpc~!. Viimeisimmét arviot ovat hieman
pienempid, mutta ihan silkkaa laiskuuttamme emme ole viitsineet
muuttaa ratkaisuja.

Oletetaan, ettd galaksissa on n(m) = Ne®dm kappaletta tahtia,
joiden magnitudi on valilla [m,m + dm), N ja a vakioita. Las-
ke kaikkien magnitudia mg himmeampien tahtien kokonaismag-
nitudi.

Oletetaan, ettd kaikki spiraaligalaksit ovat Linnunradan kokoisia.

Kuinka kaukaa tallaiset kohteet nakyvét pintakohteina paljain sil-
min, 10 cm:n, 1m:n ja 5 m:n kaukoputkilla?

a) Suuren Magellanin pilven etdisyys on 50 kpc. Kuinka suuren
osan matkastaan oli nyt havaittava pilvestd ldhtenyt valo taival-
tanut, kun muuan merenkivija Magalhaes naki pilven etelan tai-
vaalla vuonna 15217

b) Mika on vahintaén sellaisten galaksien etdisyys ja radiaalino-
peus, joiden nyt havaittava valo ldhti matkaan ennen kuin eliméa
maapallolla siirtyi vedestd maalle siluurikaudella noin 400 miljoo-
naa vuotta sitten?

Andromedan galaksin ytimen absoluuttinen magnitudi on My =
—11.7 ja massa 13 x 105 M.

a) Kuinka suurella teholla ydin séteilee, kun Auringon absoluut-
tinen magnitudi on +4.71 ja teho 3.8 x 1026 W?

b) Oletetaan, ettd ydin muodostuu samanlaisista tdhdista, joi-
den massa-luminositeetti-relaatio on lg(L/Lg) = 3.51g(M/ Mg).
Laske tahtien lukumaéara.

Kvasaarin PKS 1127-14 punasiirtymé on z = 1.87. Milld aallon-
pituudella ovat kvasaarin spektrissd visuaalialueelle osuvien vii-
vojen lepoaallonpituudet? Miké on vedyn Hg-viivan (656.2 nm)
aallonpituus kvasaarin spektrissa?

Galaksi NGC 772 on luokiteltu Andromedan galaksin M31 kal-
taiseksi Sb-spiraaliksi. Sen kulmaldpimitta on 7’ ja ndenniinen
magnitudi 12.0; M31:n vastaavat arvot ovat 3.0° ja 5.0.

a) Oletetaan galaksit samankokoisiksi. Laske niiden etdisyyksien
suhde.

b) Oletetaan galaksit absoluuttisesti yhtéd kirkkaiksi. Laske nii-
den etdisyyksien suhde.

¢) Galaksin NGC 772 radiaalinopeus Linnunradan suhteen on
2562kms~!. Laske Hubblen lain avulla galaksien etiisyyksien
suhde, kun M31:mn etdisyys on 690 kpc.
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18.7

18.8

Galaksijoukon kymmenen kirkkaimman galaksin radiaalinopeudet
ovat 565, 760, 600, 690, 645, 715, 670, 590, 775 ja 575 kms~!.
Laske galaksien etdisyydet. Miksi tdmén joukon galaksien etéi-
syyksien hajonta on suurempi kuin galaksijoukon tyypillinen 1&pi-
mitta, noin 2 Mpc? Miké on joukon todennédkoéinen etdisyys?

Pallomaisen galaksin tiheys etéisyydelld r keskipisteestd on

a) p(r) = poa/r, a = vakio,

b) p(r) = poa®/(a? + r?).

Laske etdisyydella r ympyraradalla liikkuvan tdhden kulmanopeus
w(r).
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Tehtavid lukuun 19

19

19.1

19.2

19.3

19.4

19.5

Kosmologia

Galaksin NGC 3159 kulmaldpimitta on 1.3’, ndenniinen magni-
tudi 14.4 ja radiaalinopeus Linnunradan keskuksen suhteen 6940
km/s. Laske galaksin etdisyys, l&pimitta ja absoluuttinen magni-
tudi. Mitka tekijat voivat aiheuttaa virhettd tuloksiin?

Maailmankaikkeuden keskimairiinen tiheys nykyisen arvion mu-
kaan on p ~ 10727 kgm~3. Montako maapallon massaa kuutio-
parsekissa tdmé vastaa? Kuinka monta vetyatomia kuutiometris-
sd tdma olisi?

a) Miksi galaksijoukkojen etdisyysindikaattorina kaytetdén niiden
kirkkaimpia galakseja eikd joukon kaikkien galaksien kirkkauksien
keskiarvoa?

b) Galaksijoukon A kolmanneksi kirkkaimman galaksin ndenni-
nen magnitudi on 10 ja joukon B kolmanneksi kirkkaimman ga-
laksin ndenndinen magnitudi on 15. Kumpi joukko on kauempa-
na ja kuinka paljon?

Kuinka suuri pitdisi neutriinon massan olla, jotta neutriinot riit-
taisivit tekemdin maailmankaikkeudesta suljetun? Neutriinoti-
heys on noin 600 cm ™3 ja muun materian tiheydeksi voidaan olet-
taa kymmenesosa kriittisestd tiheydesta.

Galaksin NGC7603 spektriviivojen punasiirtymé vastaa radiaali-
nopeutta 8700kms~!. Sen kompaktin seuralaisgalaksin punasiir-
tymiiksi on mitattu 16 800 kms~—!. Laske kompaktin galaksin mas-
sa, mikali ylimaarainen punasiirtyma johtuu pelkastian sen gra-
vitaatiosta. Kompaktin galaksin ndenniinen ldpimitta on 10”.
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20 Sekalaisia tehtavia

Elama maailmankaikkeudessa

20.1

20.2

Valitse oppikirjan ldhimpien tdhtien taulukosta jokin auringon-
tyyppinen téhti (spektriluokka F, G tai K), joka ei ole kaksoistih-
ti. Oletetaan, ettd tdhted kiertdd Jupiterin massainen planeetta
10 AU:n etdisyydelld. Laske tdhden ja planeetan vélinen kulma-
etdisyys Maasta ndhtyna ja planeetasta aiheutuva heilahtelu tah-
den paikassa. Laske myds planeetan ndenndinen magnitudi suu-
rimmassa elongaatiossa (jolloin planeetasta nakyy valaistuna puo-
let), jos sen Bondin albedo on sama kuin Jupiterilla ja heijastu-
neen siteilyn vuontiheys on suoraan verrannollinen valaistuna né-
kyvan pinnan projektioon nikosddetta vastaan kohtisuoralla ta-
solla.

Jos avaruudessa on keskiméirin n tdhted kuutioparsekissa ja niis-
téd osalla p (missé tietenkin p € [0,1]) on sivilisaatioita, jotka ovat
jo keksineet hiirenloukun ja kidnnykan, niin mika on keskim&aarai-
nen matka kahden vierekkiisen sivilisaation valilla? Sovella tulos-
ta Auringon ympéaristén. Tahtitiheyden voit arvioida ldhimpien
tihtien taulukon avulla. Kiyté p:lle arvoja 1078, 107°, 1072 ja 1.

Historia

20.3

20.4

Aristarkhos laski Auringon ja Kuun etdisyyksien suhteen havait-
tuaan, ettd puolenkuun hetkelld Kuun ja Auringon vélinen kulma
on 87°. Paljonko hin sai tulokseksi? Todellisuudessa kulma on
89°51'. Laske etdisyyksien suhde myos kayttamalla oikeaa arvoa.
Laske Auringon ja Kuun séteet ja etdisyydet yksikkénid Maan si-
de, kun teemme edellisen lisdksi seuraavat havainnot:

(1) Auringon kulmaldpimitta on 32'.

(2) Kuun kulmaldpimitta on 31’

(3) Taydellinen kuunpimennys kestdd 1h 40 min, kun Kuu kul-

kee Maan varjon keskipisteen kautta.
(4) Synodinen kuukausi on 29.35d.

Keplerin monitahokkaat: Asetetaan sisdkkéin kuusi palloa ja nii-
den viliin viisi sddnndllistd monitahokasta siten, ettd kahden si-
simmén pallon viliin pannaan oktaedri, seuraavaan valiin ikosaed-
ri, sitten dodekaedri, tetraedri ja kuutio. Kukin monitahokas si-
vuaa sekd sisd- ettd ulkopuolista palloa. Nyt pallojen siteiden
pitdisi vastata planeettojen keskietdisyyksid Auringosta (Merku-
riuksesta Saturnukseen). Kuinka hyvin tdmé pitdd paikkansa?
(Sivumennen sanoen, kaikki pallojen siteet ja monitahokkaiden

sédrmét voidaan lausua muodossa v/ a + by/5, missi a ja b ovat ra-
tionaalilukuja, jos yksikin niistd on tdtd muotoa. Nain kiy, jos
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20.5

20.6

20.7

yksikoksi valitaan esimerkiksi Maan radan side, jolle siis a = 1,
b=0)

Monitahokkaiden sisdén- ja ympéripiirrettyjen pallojen sateiden
laskeminen on varsin suttaista puuhaa. Jos aiot itse laskea sateet,
paaset helpommalla, jos todistat ensin seuraavan yleisen tuloksen:
Lause: Jos sadnnollisen n-tahokkaan tahkot ovat k-kulmioita, joi-
den sivun pituus on a, monitahokkaan sisddn- ja ymparipiirretty-
jen pallojen siteet ovat

f(n.k),

1+ f2(nk),

. a
~ 2sin(7/k)
a

R= 2sin(n/k)

missa

f(n.k) =

cos u cos(m /k) y— [<4+n(k7_2)>'
\/sin2 U — €082 (W/k)’ 2 nk

(Talle lienee sievempidkin muotoja alan oppikirjoissa. Tehtdvin
laatijalla vain ei aikoinaan ollut aikaa penkoa matematiikan lai-
toksen kirjastoa eikd mydskéan intoa johtaa tarvittavia arvoja pe-
rinteisen Eukleideen geometrian menetelmilld, minka seurauksena
syntyl timmoinen kummallinen aputulos.)

Kalevalan XXIII runo sisiltda neuvoja nuorelle vaimolle siitd, mi-
ten hénen on appelassa oltava ja ahkeroitava. Kun kukko kerran
kiekaisi, silloin oli noustava téihin. Mutta:

Kun ei kukko laulakana, ei ddnna isdnnén lintu,
pid kuuta kukkonasi, otavaista oppinasi,

kidyébs ulkona usein, kiy6s kuuta katsomassa,
otavaista oppimassa, tdhtid tdhydméssé!

Konsa oike’in Otava, sarvet suorahan suvehen,
pursto perin pohjaisehen, silloin aikasi sinulla
nousta luota nuoren sulhon, saa’a viereltd verevén,
saa’a tulta tuhkasista, valkeata vakkasesta,

tuli puikkohon puhua lienosti levittamatta.

Mihin vuodenaikaan téllainen neuvo sopisi?

(Tata tehtdvad meille ehdotti edesmennyt tahtitieteen professori
Jaakko Tuominen, jonka persoonallisuus vaikutti osaltaan siihen,
ettd yhdestd tdmén tekeleen tekijoistad tuli ldhes ammattimainen
téhtitieteilija.)

Pyramidien rakentamisen aikoihin Sirius nousi heliakkisesti Niilin
tulvien alkaessa, suunnilleen kesépaivanseisauksen aikaan. Arvioi

tdmén perusteella pyramidien rakennusaika vuosituhannen tar-
kuudella.

Odysseiasta 16ydamme seuraavat rivit (Saarikosken k&&nnos):
Istuen perasimessa hin ohjasi tottuneesti eika uni painanut
silmaluomia umpeen, kun hin seurasi katseellaan Plejadeja
Jja myohdan laskevaa Hardnajajaa, ja Otavaa jota sanotaan
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my06s Vaunuiksi ja joka pyorii yhdessd paikassa ja katsoo
Orioniin eikd joudu koskaan kdymdiéin valtameressa.

Mité tdméan perusteella voi sanoa Odysseian ajankohdasta?

Sekalaista viihdetta

Nytpé lienetkin jo perin juurin kyllastynyt kaikenlaiseen laskemiseen.
Téssé sitten lopuksi muutamia rentouttavia ajanvietetehtivia, jotka ei-
vét kovin paljoa matematiikkaa vaadi. Joihinkin tehtéviin voi olla hau-
dattuna koiria tai muita pienid metsin eldvii.

20.8 Seuraava kaukoputken mainos on periisin erdisti amerikkalaises-
ta lehdestd. Onko siind muutakin epéilyttivid kuin sovinistiseh-
ko sdvy?

And if you’re into heavenly bodies of another sort, the bul-
bous Astroscan 2001 telescope is an ”Open sesame!” to the
magical majesty of the night sky. Say honey, it’s 11:20.
Whaddaya say we go back to my place and watch Venus
rising?

20.9 OQOlet saanut joululahjaksi 100 metriéd pitkdn matemaattisen heilu-
rin, mielettémén tarkan digitaalikellon ja (analogisen) astelevyn.
Keksi ainakin kaksi keinoa, miten niiden vélineiden avulla saa
selville leveysasteen.

20.10 Mita virheita 16ydéat allaolevista kuvista?

Venus
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20.11 Tuotimme aikoinaan edellisen tehtavan piirrokset autuaan tieta-
mattomind siitd, ettd joku oli jo ehtinyt edellemme. Mitéd miel-
td olet seuraavasta kuvasta? (Nicolaus Rohlfs: Betrachtung der
beyden grossen Himmels-lichter Sonn und Mond, Hampuri 1736)

20.12 Kumpi vaikuttaa vetovoimallaan voimakkaammin ihmiskohta-
loon, Mars oppositiossa vai puolen metrin paassa seisova 100-ki-
loinen juntti?

20.13 Nikyyko taivaankappale illalla vai aamulla seuraavissa tapauksis-
sa? Oletetaan havaitsijan olevan suunnilleen Suomessa.
a) Venus itdisessi elongaatiossa.
) Venus yldakonjunktion jilkeen.
¢) Merkurius alakonjunktion jalkeen.
d) Mars konjunktion jilkeen.
) Uusikuu.
) Kuu viimeisen neljinneksen aikana sattuvan kuunpimen-
nyksen hetkella.
g) Mars alakonjunktiossa.
h) Sirius maaliskuussa.
i) Jupiter opposition jilkeen.
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20.14

20.15

20.16

20.17

) Kuu ensimmaéisen neljanneksen aikana.
) Kuu helluntaina.

) Kuu jouluaattona.

) Venus oppositiossa.

) Kuu toisena padsidispaivana.
) Kuu yldkonjunktiossa.

) Pohjantéhti kevatpdivintasauksen aikana.
) Aurinko oppositiossa.

) Sirius heliakkisessa nousussa.
) Mars ennen oppositiota.
) Jupiter kesépaivanseisauksen aikana.

) Kuu kevitpaivantasauksen aikana.

) Sirius syyspéiviantasauksen aikana.

) Kuu laskiaistiistaina.

) Kuu helatorstaina.

) Kuu perigeumissa.

) Kuu kynttildnpaivana.

) Alnair tammikuussa.

) Malediivien ylapuolella oleva geostationaarinen satelliitti.

N< KT a2 aanroo o B

V)

6

Missé seuraavat ilmiot ovat nidhtavissa?
a) Keskipéivalla tapahtuva kuunpimennys.
b) Keskiydlld tapahtuva auringonpimennys.

Jules Vernen romaanissa Matka Maasta Kuuhun matkataan Kuu-
hun ammuksessa, joka laukaistaan valtavalla tykilld. Matkusta-
jat kavelevat aluksi ammuksen Maan puoleisella lattialla, mut-
ta kevenevit koko ajan, kunnes leijailevat painottomina ohittaes-
saan pisteen, jossa Maan ja Kuun vetovoimat ovat yhti suuret.
Mukana ollut koira oli kuollut 13hddssa ja sen raato oli tyonnet-
ty ulos ammuksesta. Se kuitenkin jatkoi matkaansa leijuen koko
ajan aluksen vierelld. Mitd vikaa tarinassa on?

Seuraava ote on Hemingwayn teoksesta Old Man and the Sea
(Vanhus ja meri). Miten oli Hemingwayn tdhtitieteen laita?

It was dark now as it becomes dark quickly after the sun
sets in September. He lay against the worn wood of the
bow and rested all that he could. The first stars were out.
He did not know the name of Rigel but he saw it and knew
soon they would all be out and he would have all his dis-
tant friends.

Keskimédarainen turistimme oli taas kerran ldhtenyt harharetkil-
leen ja pudonnut johonkin kaivontapaiseen. Toivuttuaan hin na-
ki tahtid, joista hin my0hemmin laati piirroksen paastydan pois
kaivosta. Vertailu tdhtikarttaan ei johtanut mihink&éan, silla tah-
det eivit olleet todellisia, vaan johtuivat putoamisen aiheuttamas-
ta kolhusta. Jadrapidisend suomalaisena turisti laskeutui seuraa-
vana yoné kaivoon ja laati uuden piirroksen. (Kuvat seuraavalla
sivulla.) Kaivon leveydeksi hin mittasi 1.2 metrid. Mikd on kai-
von leveysaste ja kuinka syva se on? (Valitettavasti kuvat meni-
vat myohemmin sekaisin, joten emme tiedad, kumpi esittia oikeaa
téhtitaivasta.)
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Ratkaisu




© tekijat ja Ursa. Vain yksityiskayttoon.




1 Johdanto 55

1 Johdanto

1.1

Yhtélot ovat kaikki helposti kirjoitettavissa muotoon z = f(x), jo-
ten ne voidaan ratkaista iteroimalla arvaamalla ensin jokin alkuar-
vo o ja laskemalla sen jilkeen parannettuja arvioita z; = f(zo),
2 = f(x1) jne. Kun z:n arvot pysyvat samoina halutulla tark-
kuudella, ratkaisu on l6ytynyt. Jos arvot niyttdvat hajaantu-
van, kirjoitetaan yhtilé muotoon x = f~!(z) ja yritetddin uu-
destaan. (Oletetaan, ettd f on niin siisti, ettd silli on kaan-
teiskuvaus f~! ainakin jossakin ratkaisun ympéristdssi. Sovel-
tamalla f~1:td yhtilon # = f(x) kumpaankin puoleen saadaan
fYz) = fY(f(x)) = =z, joten yhtdlolla z = f~!(z) on sama
ratkaisu kuin alkuperiiselldkin.)

y=-Inx
¥ ¥
7 7
ﬂ Ny
y=cos x {/\ I
N [ !
[
x, 1 N X, I1\
a) b) c)

a) Arvioidaan alkuarvo graafisesti = z¢ = 0.7 (t4mé on tietenkin
radiaaneja, muuten tulee puppual!)

x1 = cosxg = 0.7648,

Ty = cosxy = 0.7215,

T15 = COST14 = 0.7392.

Jatkossa x:n arvot eiviat enda muutu kolmen desimaalin tarkkuu-
della, joten z = 0.739 on ratkaisu.

b) Kirjoitetaan yhtdlo muotoon z = —Ilnz:

Tog = 05,
1 = —Inzg = 0.6931,
o = 0.3665, z3 = 1.0037, x4, = —0.0037.

Tami ei ndkdjddn suppene, joten muutetaan yhtdlé muotoon
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1.2

1.3

x = e~ 7 ja aloitetaan alusta:

o = 05,
1 =e 7° =0.6065,

Tastd tdma el endd juuri parane, joten ratkaisu on z = 0.567.

c¢) Viidennen asteen yht&lolld on tunnetusti viisi ratkaisua, joista
osa mahdollisesti kompleksisia. Yritimme kuitenkin 10ytda vain
reaaliset juuret. Piirtdmailld funktion f(z) = z° — 2% + 0.1 kuvaa-
ja ndhdain, ettd yhtalolla lienee noin kolme reaalista ratkaisua.
Tterointi on nyt suoritettava erikseen kullekin ratkaisulle valitse-
malla ldhtdarvo riittdvén ldheltd f:n nollakohtaa. Sopivia alkuar-
voja ovat esim. —1, 0.5 ja +1. Iterointia varten yhtalo kirjoite-
taan muotoon z = {23 — 0.1 tai x = /25 + 0.1. Kokeilemalla
loydetaan se muoto, joka saa iteroinnin suppenemaan. Ratkaisut
ovat —1.043, 0.514 ja 0.937.

a) Viite osoitetaan helposti induktiolla. Osoitetaan aluksi, etta
viite patee kun n = 1:

o0 o0
r(1) = / t'eTtdt = / eTtdt=1=0!
0 0

Oletetaan sitten, ettd véiite pitee jollakin n:n arvolla, ja osoite-
taan, ettd sen tdytyy talldin pited myds yhtd suuremmalla n:n
arvolla:

r(n+1):/ t"etdt
0

o0

t"(—e ) —n /000 t" 1 (—e ) dt

0
= n/ t"le~tdt = nl'(n).
0
Nyt kidytdmme hyvéksi oletusta I'(n) = (n — 1) !, jolloin saamme
Pin+1)=nl'(n)=n(n—-1)!=n!

Téastapa sitten seuraakin, ettd viite patee kaikilla n:n positiivisil-
la kokonaislukuarvoilla.

b) Sijoitetaan I'(z):mn méaéritelméissi esiintyvain integraaliin ¢ =
ks, dt = kds, jolloin

F(z):/ tzfle*tdt:/ (ks)* e koL ds
0 0

o
:kz/ s e ks s,
0

Tarkastellaan funktiota f(z) = (1 + z)!. Kun = < 1, funktiota
voidaan approksimoida Taylorin sarjansa kahdella ensimmaéisella
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1.4

1.5

termilla:
f(z) ~ f(0) + f'(0)z =1+ tx.
Koska v/e¢ < 1, on

1 1
v A A v v
N RO
Vo ( c +c 2c 2¢
v V2 v
=l-—-4+—=1--.
c+4c2 c

Jos merkitdin v = vg + Av, on

Av  —v

Vo
Taméa voidaan lausua aallonpituuksien avulla seuraavasti: Kos-
ka A = ¢/v, on d\/dv = —c¢/v’. Kun Av/v on pieni, on
d\/dv = AN/Av =

AN cAv Av AN v

A 2\ v A

Pythagoraan lauseesta saadaan
(R+h)? = R* + s* = 2hR+ h* = s°.
Koska h < R, on 2hR + h? ~ 2hR, joten
2 2
h = i 725 k
2R 2x6370

Samasta yhtdlostd saadaan myds horisontin etdisyys s katsottaes-
sa korkeudelta h: s = v2Rh ~ 3.57v/h km, kun korkeus h on
lausuttu metreina.

m = 0.049km = 49 m.

Kuvan kolmio ONH on
tasakylkinen, joten kulmat
N ja H ovat yhtd suu-
ria. Koska kulma O on
30°, ovat N ja H kum-
pikin 75°. Pohjoisnavan
suunta on siis 15° alaspéin
pohjoishorisontista. Ym-
pyrin halkaisija nikyy ke-
hélta katsottaessa suoras-
sa  kulmassa, joten
(NHS = 90°  Siispi
eteldnavan suunta on 75°
alaspéin eteldhorisontista.
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1.6 Tahden kulmaldpimitta on
2 x 700 000 km
Q =
¥ 4% (365.24 x 24 x 36005s) x 3 x 105 kms—!
= 3.7 x 107 % rad = 0.0076".
Lampun lédpimitta on
0.05m
= ———— =59x10""rad = 0.12" = 16a.
4® = 85000m g o
Lamppu nékyy siis noin 16 kertaa niin isona kuin t&hti.

1.7  Kulmien arviointi ilman apuvélineitd on yllittdvan vaikeaa, jo-
ten on hyddyllista opetella ainakin jokin tallainen yksinkertainen
keino kulmien mittaamiseksi. Kiden koko vaihtelee, joten jokai-
sen on syyté suorittaa itse tarvittavat mittaukset. Tamén ratkai-
sun kirjoittaja ripusti mittanauhan seinille ja asettui seisomaan
3 metrin pdahin seindstid. Talldin etusormi peitti mittanauhasta
10 cm ja vaaksa 66 cm. Téstd saadaankin kulmat

Qetusormi = 10 Cm/300 cm = 0.033rad ~ QO,
Qvaaksa = 66 cm/300 cm = 0.220 rad =~ 13°.
1.8
[ d
r
r’
Kuvan merkinnéilld on o = d/r, o' ~ d/r', joten
a dir r  (t+Atv  t+ At
o dir r ot ot
missd t on jialkimmaisestd havainnosta saapumiseen kuluva aika
ja At havaintojen aikavili. Ratkaistaan tisti ¢:
Ata’ Ata’
a—ao 1.05a/ — o
Koska havaintojen viliaika At oli yksi kuukausi, armonaikaa oli
vield 20 kuukautta jalkimmaisestd havainnosta.
1.9  a) r-siteisen pallon pinnalla oleva pinta-ala A nakyy keskipistees-

td avaruuskulmassa w = A/r?. Koska pallon ala on 4772, on téysi
avaruuskulma 4772 /r? = 47 steradiaania.

b) Kuun side on R = 1738km. Etiisyys vaihtelee (ja samoin
nienndinen koko), mutta keskiméérin se on r = 384400 km. Ava-
ruuskulma, jossa Kuu nidkyy on

w=7mR?/r? = 6.42 x 1077 sterad.
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1.10

1.11

(Kuun kulmal&pimitta sen sijaan on ihan eri asia: @ = 2R/r =
0.009rad = 0.52° = 31'.)

Kun [m] = Mg (Auringon massa), [l] = AU ja [t] = a (sideerinen
vuosi), on G = 472, Jos ajan yksikoksi vaihdetaan vuorokausi,
saadaan G = 0.00029 59122 AU* M_" d 2.

1AU = 1.496 x 101 m, My = 1.989 x 10*°kg (tdmi on epi-

varma arvio, jonka vuoksi lopputulos ei voi olla kovin tarkka),
1d = 86400s, joten

(1.496 x 10" m)?
1.989 x 1039 kg x (86 4005)2
=6.673x 107" m® kg™ 572

b) Mg = 328900Mg, 1d = 1440min = G = 1453 x
10°km® Mg' min ™2,

G = 0.00029 59122

Tama tehtdvi saattaa tuntua lievisti sanottuna alyttomaéalta. Yh-
ta alyttomalta tuntuisi kuitenkin, jos etaisyyksia mitattaisiin poh-
jois-eteld-suunnassa metreind ja itd-lansi-suunnassa arsinoina (ar-
sina on vanha venéldinen pituusmitta, noin 71 cm). Suhteelli-
suusteorian mukaan ajan ja avaruuden asema on hyvin samankal-
tainen, ja monet asiat nayttivit siistimmilt, jos aikoja ja etéi-
syyksia mitataan samoilla yksikoilla. Voimme maéritella, etta yk-
si metri on se aika, jossa valo kulkee yhden metrin. Tall6in siis va-
lon nopeus on ¢ = 1. Koska gravitaatiovakio tuppautuu myos va-
hin joka paikkaan, se asetetaan usein myos ykkoseksi, jotta pads-
taisiin vihemmalla kirjoittamisella. Asetamme siis ¢c =1, G = 1,
jolloin

|Q

= 7421 %10 ®mkg™! =1= 1kg = 7.421 x 10~ m.

o
[V

Auringon massa on 1.989 x 10%° kg = 1480 m. (MyShemmin niih-
déén, ettd Schwarzschildin séide on Rs = 2GM/c*. Kun massa
lausutaan metreind, on Rg = 2M; Auringolle Rs = 2960 m.)

93 =2475x 10 skg™ =1 = 1kg =2.475 x 10 °%s.
C

Auringon massa sekunteina on 4.92 x 107 %s.
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2 Pallotahtitiedetta

2.1

Etdisyys saadaan kosinikaavasta:

cosx = cos 42° cos 30° + sin 42° sin 30° cos 147° = 0.363
=z = 68.72° = 1.199rad

Matka Helsingistd Seattleen on siis R = 1.199 x 6370km =~
7640 km.
Soveltamalla sinilausetta kuvan pallokolmioon saadaan:

sina sin 147°

- = — = sina = 0.391 = a = 23.03°,
sin 42° sinx
sina_ smO0” Gy = 0.196
siny  sin30°

=y =11.28° = 0.197 rad.

Lentoreitin pohjoisin leveysaste on 90° — y ~ 79° ja etiisyys na-
valle yR =~ 1250 km.
Kosinikaavasta saadaan

cos 30° = cosy cosx’ + sin y sin z’ cos 90° = cosy cos x'
= cosz’ = 0.883 = 2’ = 27.98°.
Kulma z voidaan nyt ratkaista sinikaavasta:

sz SI0  Gine = 0.938 = 2 = 69.79°.
sin x’ sin 30°

Pohjoisimman pisteen pituusaste on siis noin 70° ldnteen Helsin-
gistd. Paikka on niin ollen (79°N,45°W) eli Pohjois-Gronlannissa.
Reitin 1ahtosuunta Helsingista on 23° pohjoissuunnasta lanteen
eli likimain Tamperetta kohti.
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2.2

2.3

Pallokolmion ABC sivu BC on

isoympyrian kaari.  Merkitddn
A:lla tidmin isoympyrdn napaa ?‘
silld pallonpuoliskolla, jolla kol-

mio sijaitsee. Vastaavasti mui-

hin sivuihin liittyvid napoja mer-

kitiin B:lla ja C:lla. Jatketaan

sivua BC, kunnes se leikkaa si-

vut AB ja AC pisteissd L ja M.

Koska A on isoympyrin kaarta

LBCM vastaava napa, kulma A

on yhtd suuri kuin kaarta LM

vastaava keskuskulma. Lisaksi

A:m ja kaikkien sivun BC' pistei-

den vélinen kulma on 90°. Sa-

moin B:n ja AC:n pisteiden vi-

linen kulma on 90°. Niinpa pis-

teen C etilisyys sekd A:sta ettid

B:sta on 90°, joten C on isoym-

pyrdd AB vastaava napa.

Samalla tavoin voidaan osoittaa, ettd muutkin ABC':n kirjet ovat
ABC:'n sivuja vastaavia napoja.

Koska L on isoympyrilli AB, on CL = 90°. Samalla tavoin niih-
dédan, ettd BM = 90°. Nyt

A=LM =LB+ BM = LB +90° = (LC — BC) + 90°
= (90° — a) + 90°,

joten A = 180° — a. Samaan tapaan saadaan B = 180° — b,
C =180° — ¢, a = 180° — A jne. L
Sovelletaan nyt kosinikaavaa pallokolmioon ABC:

cos @ = cos bcos ¢ + sin bsin ¢ cos A.

Sijoittamalla tdhén edelld saadut viivallisten suureiden lausekkeet
saadaan haluttu yhtéalé. Samaa menetelmia voidaan tietenkin so-
veltaa mihin tahansa pallokolmion sivuja ja kulmia koskevaan yh-
tal6on.

a) Seuraa suoraan kosinikaavasta, kun cosC' = 0:

cosc = cosacosb +sinasinbcos C' = cosacosb.

tan btan(90° — B) = tanbcot B =

sinbcos B sinb cos B sina cos B

cosb sin B sin B cosb sinA cosb

Viimeinen yhtalo saadaan soveltamalla pallokolmion sinikaavaa
tulon ensimmaiseen tekijain. Edellisessd tehtivissa johdetun kaa-
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van perusteella on
cos B = —cos AcosC + sin Asin C' cos b = sin A cos b.
Sijoittamalla tdma edelld olevaan lausekkeeseen saadaan todistet-
tavan yhtdlon ensimmaéinen osa. Jalkimmaéinen yht&ld seuraa si-
nikaavasta:
sina _ sinc
sinA  sinC
= sina = sin Asinc¢ = c0s(90° — A) cos(90° — ¢).
24

Yhden kolmion palloeksessi on

E:Qt—f-%ﬂ—ﬂ:?t—%w ‘
=
sin E = sin(2t — 17T)

2 A [\

= —cos2t = 2sin’t — 1.

Suorakulmaisessa ja tasakylkisessi pallokolmiossa on

sint = ——,
sina
COS @ = COS & COS T = COS> .

sinz  1—cos?z 1—cosa

=sin*t=—— = —— =—
sin“ a sin” a sin“ a
1—cosa
= sinE =2sin*t—1=2——75— -1
sin“ a
2sin? %a 1
- inl T2 21,
(2sin 5acos ;a) cos? 5a
1—cos® 1a
B 2 1
cos? 5a

1
= gin E = tan? i

Nelién pinta-ala on siis A = 4F = 4arcsin(tan? £a). Esimerkiksi
josa = 1rad, on A =~ 1.2123 sterad; jos a = 7/2, on A = 27 (kysy-
myksessé on télloin puolipallo). Yksi nelidaste on steradiaaneina
4 arcsin(tan? 0.5°) = 0.000305, joten pallon pinnalle (ala 47 stera-

diaania) mahtuu ndin méiriteltyja nelidasteita 41251 kappaletta.
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2.5 5
a)
o
60°4
C € § E’S
H * Y
50 1
13 12 11 o
)
b)
o
60°4 x
¢z 2 /0
¢ ° v
50°4 ¥
3 12 11
Tuntiympyréit ldhenevit toisiaan lahestyttdessi napoja. Kun

deklinaatio on J, rektaskensioerotusta Aa vastaa kulmaetaisyys
Aacosd. Otavan deklinaatio on noin 60°, joten cosd ~ &. Ti-

mén vuoksi b)-kohdan kuva on likimain oikean muotoinen.

c¢) Alkuperaisen piirroksen mittakaava oli 1°=2 mm. Vélimatka z
on 21 mm, joten kulmaetéisyys on 10.5°. Etéisyytta ei voi mitata

kuvasta a), koska sen akseleiden mittakaavat ovat erilaiset.
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Tarkka arvo saadaan kosinikaavasta:
cosx = cos(90° — d1) cos(90° — d2)
+ sin(90° — §1) sin(90° — d2) cos(a1 — am)
= sin d; sin dy + cos d; cos d2 cos(a; — o)
= 8in 62.02° sin 53.97°
+ €0862.02° c0853.97° cos 12.625°
= 0.9835
=z =104°

horisontti

Saadaan kaksi eri ratkaisua riippuen siitd, kulminoiko tihti zenii-
tin eteld- vai pohjoispuolella. Jos ylakulminaatio tapahtuu zenii-
tin eteldpuolella, on

Gmax = 90° — ¢ + 67
amin =0 — (90° — ¢) = —90° + ¢ + 4.

=
1 1 o o o
6= §(amax +amin) = 5(85 +4:5 ) =65 s
1
6= 90° = (@max — @umin) = 90° = 20° = T0°,

Jos taas ylakulminaatio tapahtuu zeniitin pohjoispuolella, on

Gmax = 90° — o+ QSJ
Qmin = —90° + ¢ + 4.

1
6 =90° — E(amax — Qmin) = 70°,

1
¢ = E(amax + amin) = 65°.
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2.7

2.8

a) Korkeus ylikulminaatiossa on
a=90°—¢+4d=090°-60°10" — 26°19"' = 3°31" > 0°,

joten nikyyhén se, vaikkakin sangen matalalla.
b) Kohde on sirkumpolaarinen, jos sen korkeus alakulminaatios-
sa on > 0° eli

d+6—90°>0° < §>90° — ¢.

Helsingissa sirkumpolaarisia ovat tdhdet, joille 6 > 29°50". (Ref-
raktion takia riittaéd itse asiassa 35’ pienempi deklinaatio, § >
29°15"). Vegan deklinaatio toteuttaa tdméin ehdon, joten se on
sirkumpolaarinen. Korkeus alakulminaatiossa on § — (90° — ¢) =
8°54'.

a) Castor on sirkumpolaarinen, kun 6 > 90° — ¢ eli ¢ > 90° —§ =
90° — 31°56" = 58°4'. Refraktion takia riittda jo ¢ > 58°4’ — 35’ =
57°29'.

b) Korkeus meridiaanissa on a = 90° — ¢+ § = 90°, mikd on mah-
dollista, jos leveys on ¢ = § = 7°24'.

c¢) Tilanne on mahdollinen vain eteldiselld pallonpuoliskolla (pai-
véntasaajalla maksimikorkeus olisi 90° — 60°46’ = 29°14’).

pohjoinen . -
horisontti

Maksimikorkeus eteldhorisontista on
Amax = 90° — 6] + |¢| > 30° = || > |d] — 60°
= 60°46" — 60° = 0°46'.
Pohjoisin leveys, jolla tilanne on mahdollinen, on siis 0°46' ete-

laista leveyttd. Eteldisin leveys saadaan ehdosta, ettda alakulmi-
naatiokorkeuden

amin = —90° + |4| + |¢]
on oltava < 30° eli

|| < 120° — |6] = 120° — 60°46" = 59°14".



66 Ratkaisut luvun 2 tehtdviin
Havaintopaikan on siis oltava vililld [0°46',59°14] eteldistd le-
veytta.

2.9 Lihdetd&n muunnoskaavasta

sind = sinasin ¢ + cosa cos ¢ cos A. (1)

Derivoidaan tama yhtalo korkeuden a suhteen, kun § =vakio:
. . . dA
0 = cosasin¢ — sinacos ¢ cos A — cosa cos ¢sin A o
a

Horisontissa a = 0, joten

. . dA da sin A
0= Smd)—cosd)smAa = A= tang

v
b

Kun a = 0, saadaan kaavasta (1)

sind = cos¢pcos A = cos A =sind/ cos ¢

=sinAd = :t\/l —sin? §/ cos2 ¢

= tanf = % =

cos? ¢ — sin? §
dA| )

sin ¢

Kesdpéivan seisauksen aikaan on Auringon deklinaatio 23°26’. Le-
veysasteella 60° saadaan tdlloin kulmaksi 8 = 19.3°.

Refraktio kasvaa horisonttia kohti, joten todellinen nousu- ja las-
kukulma on edelld saatua pienempi.

>
>

 p_3s
(R=35

2.10 Té&htiaika on kevéttasauspisteen tuntikulma. Se voidaan ilmoit-

taa mielivaltaisen tdhden rektaskension « ja tuntikulman A avulla:

O=a+h.

a) Etelassé tuntikulma on h = 0, joten ©® = @ = 6 h42.9min.
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2.11

2.12

b) Pohjoisessa h = 12h, joten © =~ 12h + 12h =24h = 0h.

Orionin keskikohdan deklinaatio on § & 0° eli se on ekvaattorilla.
Ekvaattorilla oleva kohde nousee aina idasté, joten tuntikulma on
h = —6h. Orionin rektaskensio on noin 5h 30 min, joten

O =5h30min — 6h = —30min = 23 h 30 min.
Otavan tuntikulma on
h=0—a~23h30min — 12h = 11h 30 min
eli Otava nikyy suunnilleen pohjoisessa Pohjantdhden alapuolella.

a) ©® = a+h=14h13min+19h9min = 33h 22 min = 9h 22 min.

b) h = 15 x (194 9/60)° = 287.25°. Korkeus ja atsimuutti saa-
daan muunnoskaavoista

cosasin A = — cosd sin h = 0.90024
cosacos A =sind cos¢p — cosdsinpcosh = —0.0764

sina = sin § sin ¢ 4+ cos d cos ¢ cos h = 0.42863

Tarkistuksen vuoksi kannattaa laskea niiden lukujen nelididen
summa. Mikéli ei ole tehty laskuvirheitd, summan on oltava 1
(miksi?).

Korkeus a saadaan oitis paikalla viimeisestd yhtalostd: a =
arcsin 0.42863 = 23.58°.

Atsimuutin laskemisessa onkin sitten oltava huolellinen. Koska
a € [—90°,+90°], cosa on aina positiivinen (tai nolla). Siispi esi-
merkissdmme on sin A > 0 ja cos A < 0. Taméi tarkoittaa, ettd
atsimuutti on vililld (90°,180°). Saamme A = 94.85° eli Arcturus
on likimain lannessa.

Atsimuuttia laskettaessa on muistettava huolehtia oikean neljén-
neksen valinnasta. Jos kaytat laskukonetta, voit laskea atsimuutin
kayttamalla koneesta todennikoisesti 10ytyvaa muunnosta suora-
kulmaisista koordinaateista napakoordinaatteihin (z,y) — (r,p).
Tassé z:n arvoksi asetetaan cos A ja y:m arvoksi sin A. Muunnok-
sen jalkeen napakoordinaatti ¢ antaa juuri A:n. Itse asiassa voit
aivan hyvin sijoittaa x:ksi edelld lasketun lausekkeen cosacos A
arvon ja y:ksi cosasin A:n, silli kummassakin esiintyva positii-
vinen vakiokerroin cosa ei vaikuta millidn tavoin suuntaan ¢.
Jos taas kiytit tietokonetta, ohjelmointikielesti 16ytynee funktio
arctan2(y,x), joka hoitaa saman asian.
¢c)h=0-a=9h22min — 20h 10min = 13h 12min = sina =
—0.33 < 0, joten Altair on horisontin alapuolella ja niin ollen var-
sin vaikeasti nidhtavissa.

d) Téhtiaika on paikallista aikaa, mutta kellonaika 22:20 vyo-
hykeaikaa. Aikojen vertailemiseksi on ensin laskettava paikal-
linen aurinkoaika. Helsingin pituusaste on 24°57', mutta vyo-
hykeaika médrdytyy pituusasteen 30° mukaan. Paikallinen ai-
ka on niin ollen parikymmentd minuuttia vyOhykeaikaa jiljes-
sd, eli noin 22:00. Kevéatpaivantasauksen aikaan olisi paikallis-
aika © + 12h = 9h22min 4+ 12h = 21h22min. Koska kel-
lonaika on titd 38 minuuttia suurempi, havainto on tehty noin
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38 min/4min = 9% vuorokautta ennen kevitpdivantasausta eli
10.3.

2.13 Téhtiaika on kevittasauspisteen tuntikulma ja aurinkoaika on Au-

ringon tuntikulma + 12 tuntia. Jos ajantasauksesta ei tarvitse va-
littad, todellinen aurinkoaika ja keskiaurinkoaika ovat samoja.
a) Kevitpdivintasauksen aikana Aurinko on Y:n suunnassa, joten
molempien tuntikulmat ovat samoja, ja aurinkoaika on tihtiaika
4+ 12h = tdhtiaika = 0h. Ellei kpt. osu kello 12:ksi, voi tdhin
tulla pienid poikkeamia, kuitenkin korkeintaan +2 minuuttia.

A

'

Y
a) Y b) Y c) d)

b) Syyspaivantasauksen aikaan T:n tuntikulma on Auringon tun-
tikulma + 12 h, joten aurinkoaika ja tdhtiaika ovat samoja = © =
12h.

c) Kesapaivinseisauksen aikana ollaan edellisten tapausten puo-
livdlissé, ja © = 6h.

d) Marraskuun 1. péivd on noin 39 vuorokautta spt:n jilkeen.
Spt:n hetkelld tdhtiaika = aurinkoaika. Koska tdhtiaika edis-
td4 noin 4 minuuttia vuorokaudessa aurinkoaikaan ndhden, on
O ~ 12h + 39 x 4min = 14 h36 min.

Jos kello 12 tarkoittaa Helsingin paikallista aikaa eli hetked, jol-
loin Auringon tuntikulma on 0 (ajantasauksestahan ei nyt vali-
tetty), edelld saadut vastaukset patevit myos Helsingissd. Koska
keskipdiva tulee Helsingissd aikaisemmin kuin Greenwichissa, on
tahtiaika ehtinyt edistdd vahemmén kuin Greenwichissé; tasta ai-
heutuva virhe on kuitenkin vain noin 20s. Suurempi virhe aiheu-
tuu siitd, ettd kpt:n tasmaéllisti kellonaikaa ei tiedetd. Mikali tar-
koitettiin vyShykeaikaa, Auringon tuntikulma ei ole vield aivan 0,
vaan noin 23 h 40 min. Samoin muutkin tuntikulmat ovat noin 20
minuuttia pienempia kuin edelld, joten myos téhtiajoista on va-
hennettdvd 20 minuuttia. Kohdissa b) ja c¢) on lisdksi voimassa
kesdaika, joten tuloksista on vdhennettdva yksi tunti.

2.14 Unohdetaan aluksi ajantasaus. Koska havaintopaikan pituus on
30°, on paikallinen aika sama kuin virallinen aika. Kpt:n hetkelld
on tdhtiaika = virallinen aika + 12h eli 13h. Kesdkuun 3. péi-
vaan mennessd aikaa on kulunut 10 + 30+ 31 + 3 = 74 vuorokaut-
ta. Koska tahtiaika edistdd 3 min 56 s vuorokaudessa, edistysta on
tapahtunut 74 x 3min56s = 4h 51 min4s, joten kysytty tahtiai-
ka on 17h 51 min.



2 Pallotahtitiedettd 69

2.15

2.16

2.17

Kpt:n aikoihin ajantasaus E.T. on noin —7min, eli todellinen au-
rinkoaika on 7 min vihemmaén kuin virallinen aika (tai oikeammin
keskiaurinkoaika). Niin ollen Auringon ja Y:n tuntikulmat ovat
my06s 7min pienempid. Aikavili mitataan edelleenkin tasaisesti
kuluvan keskiaurinkoajan tai virallisen ajan avulla, joten ainoa
vaikutus on lopputuloksen pienentyminen 7 minuutilla. Kysytty
tahtiaika olisi siis 17h 44 min.

Auringon ekliptikaalinen leveys on 8 = 0°, joten muunnoskaavat
yksinkertaistuvat muotoon

sin acos § = cosesin A
€OSaCOSd = Ccos A
sind = sinesin A
Sijoitetaan nédihin A = 330° ja ¢ = 23°26':
sinacosd = —0.459
cosacosd = +0.866
sind = —0.199
Viimeisestd yhtilostd saadaan § = —11.47° = —11°28'. Sijoit-
tamalla tdm& kahteen ensimmdiseen yhtdléon saadaan sina =
—0.468 ja cosa = 0.884. Téasta nahdaan, ettd a:n on oltava valil-
14 [270°,360°]. Siispd a = 332.09° = 22.14h = 22h 8 min.
Kevittasauspdivand A = 0°, joten A = 330° noin (30/360) x

365d =~ 30d ennen ktp:aa. Koska ktp on keskimaarin 21.3, kysei-
nen paivamadrd on noin 19. helmikuuta.

Sijoittamalla annetut arvot muunnoskaavoihin saadaan

sin A cos 8 = 0.9418

cos Acos 3 = 0.3360

sin 8 = 0.0001

= (=0.003°=0°0", \=70.36°="70°22".

As = A+ 180° = 250°22', fBe = 0°0'.
Kun lasketaan Auringon keskipisteen nousuaika refraktiosta vi-
littamatta, on

sina = cos h cosd cos ¢ + sind sin ¢ = 0,
josta

cosh = —tand tan ¢ = — tan 22° tan 65° = —0.8664
= h = £150.0° = £10h 0 min.
Téssd + vastaa laskua ja — nousua. Nousuhetkelld tuntikulma

on —10h = 14h. Tahtiaika = o+ h = 4h35min + 14h O min =
18 h 35 min.
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2.18

2.19

2.20

Nousu- ja laskuajat saadaan kaavasta cosh = —tand tan ¢. Téa-
hén tarvitaan Auringon deklinaatio, joka voidaan lausua rektas-
kension avulla: Sijoitetaan Auringon leveys = 0° muunnoskaa-
vaan

sin 3 = cosesind — sin e cos d sin

jolloin saadaan
tand = tane sina.

Kun tama sijoitetaan nousu- ja laskuaikayhtiloon, saadaan
cosh = —tanesinatan ¢.

Napapiirilld leveys on ¢ = 90° — ¢, joten tan ¢ = tan(90° — ¢) =
cote = 1/tane =

cosh = —sina = sin(—a) = cos(90° + a) =
hi= 90°+a = O1=a+h; = 90°+ 2«
hy = —-90°—a = Oy=a+hy = —90° = vakio!

Auringon noustessa on sen tuntikulma valilla 180° < h < 360°,
eli nousua vastaa

hy, kun90° < a <270° (22.6 —22.12)
ho, kun —90° < a <90° (22.12— 22.6)

Auringon laskiessa on 0° < h < 180° ja paivamaérit siis pain-
vastoin kuin edelld. Kysytty tdhtiaika on ©g = @ = —90° =
270° = 18h.

a) cosh = —tan23°26 tan 68°3' = —1.075. Télldhén ei ole ratkai-
sua, mika tarkoittaa, ettei Aurinko nouse eiké laske. Paikkakunta
on napapiirin pohjoispuolella, ja aika on keskikesi, joten Aurinko
pysyttelee horisontin yldpuolella koko paivén.

b) cosh = —0.745 = h = £138.1°. Péivin pituus on 2|h| =
276.3° = 18h 25 min.

c) cosh =—0.188 = h = £100.8° = 2|h| = 201.7° = 13h 27 min.

a) cosh = —0.756 = h = £139.09°; paivén pituus on niin ollen
2|h| = 18 h 32 min.

b) Auringon sidde nikyy noin 16’ kulmassa. Koska horisont-
tirefraktio nostaa Auringon kuvaa 35’ ylOspéin, Auringon to-
dellinen korkeus sen yldreunan koskettaessa horisonttia on a =
—(35" 4+ 16") = —51'. Ratkaistaan siis, milloin Auringon korkeus
on —51":
sin a — sin  sin ¢

cosd cos ¢
_ sin(—51') — sin(23°26') sin(60°10')
B c0s(23°26') cos(60°10")

= h = +£142.03° = £9.47h = pdiivan pituus on 18 h 56 min.

cosh =

= —0.788
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Nousevan Auringon suuntaa laskettaessa on valittava negatiivi-
nen tuntikulman arvo. Muunnoskaavoista

sin A cosa = sin h cos é

cos A cosa = cos hcos d sin ¢ — sind cos ¢

saadaan sin A = —0.5646 ja cos A = —0.8254, joten A = —145.6°.
Aurinko nousee siis pohjoiskoillisesta.

2.21 Talvipaivénseisauksen aikaan noin 22.12 Auringon longitudi olisi
270°. Neito S. aloitti itsellisen elaminsi 16 pdivad titd ennen,
joten Auringon longitudi oli

Ao = 270° — (16/365.25) x 360° ~ 254°.

2242 M

a) Jos tdhtikartasta 10ytyy ekliptika, Auringon paikka n&hdain
suoraan longitudin avulla, muuten on laskettava muunnoskaavois-
ta rektaskensio ja deklinaatio. Kun [z = 0°,Ag = 254°, on
ae = 16h50min,dy = —22.5°. Kartasta n&dhdian, ettd téllai-
nen paikka sijaitsee Kddrmeenkantajan (Ophiuchus) tahdistossa.

b) Horoskooppimerkit madraytyvit longitudin avulla siten, etta
jos A € [0°,30°], on merkki Oinas, jos A € [30°,60°], on merkki
Hérks jne. Vil [240°,270°] on nimeltdéin Jousimies, vaikka sa-
man niminen tahdisté onkin ihan muualla. Astrologeja téllaiset
pienet epatarkkuudet eivit tunnu lainkaan héiritsevan.

2.22
e\waa“O"‘
e S
23.4° }\ a
a
[N}
W
*
S

Koska meilld on joulu ja Aurinko liikkuu vastapdivaan, paikka
on jossakin Kauriin kd&ntopiirin eteldpuolella. Joulun aikaan on
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2.23

2.24

Auringon deklinaatio likimain —23.4°. Korkeus pohjoisessa on
havaintojen perusteella a = arctan3 = 71.6°. Leveys on siis
90° + 23.4° — 71.6° = 41.8° eteliista leveytta.

Tama tapahtui aikana, jolloin digitaalikelloja ei ollut vield kek-
sitty. Niinpd kellonaika voi yhtd hyvin olla 2:32 tai 14:32. Aika-
ero Suomen vyGhykeaikaan on siis joko 2 h 32 min tai —9 h 28 min.
Edellinen vastaa pituusaste-eroa 38° lanteen ja jalkimmainen 142°
itddn. Koska Suomen vyohykeaika perustuu pituusasteen 30°
itaista pituutta paikalliseen aikaan, turistimme pituusaste on joko
8°W tai 172°E. Edellinen niisti on Eteld-Atlantilla ja jalkimmai-
nen Uudessa Seelannissa. Hotellihuone viittaa vahvasti jalkim-
maéiseen vaihtoehtoon.

Kirjoitetaan aluksi muunnoskaavat (a,4) — (h,d) erikseen kum-
mallekin kohteelle. Tarvitsemme muunnoskaavoista vain kahta
jalkimmaista:
cos hcosd = cos A cosasin ¢ + sina cos ¢ (1)
sind = —cos Acosacos¢ +sinasing  (2)
cos(h + 180°) cos ¢’ =
—coshcosd’ =cos A’ cosa’sing + sina’ cos¢  (3)

sind’ = —cos A’ cosa’ cos ¢ + sina’sing (4)

Naiistd on nyt eliminoitava A, A’ ja h. Ratkaistaan (2):sta cos A
ja sijoitetaan (1):een. Vastaavasti (4):std ratkaistaan cos A’ ja si-
joitetaan (3):een:

sin @ sin ¢ — sin §

coshcosd = sin ¢ + sin a cos ¢

cos ¢
sina’ sin ¢ — sin ¢’

sin ¢ + sina’ cos ¢
cos ¢

—coshcosd =

Kerrotaan edellinen cosd’:lla ja jalkimmé&inen cosd:lla ja laske-
taan yhtélét yhteen:
s . . sin ¢ .
0 =cosd’(sinasin ¢ — sin§)—— + cosd' sina cos ¢
cos ¢
sin
+ cosd(sina’ sin ¢ — sin §') sing + cosdsina’ cos¢
cos ¢
Kerrotaan timé cos ¢:113, sijoitetaan cos? ¢ = 1 — sin® ¢ ja siivo-
taan roskat pois, jolloin jiljelle jaa

sin ¢(cos d’ sin § + cosdsind') = cosd' sina + cosdsina’.

Tasta saadaankin haluttu yhtdlo, kun huomataan, etta sulkulau-
seke on sin(d + ¢').

Kuvassa on merkitty NGP = Linnunradan pohjoisnapa, GC' =
Linnunradan keskustan suunta ja N = taivaannapa. Ensiksi on
laskettava taivaannavan galaktinen pituus 5. Taméa saadaan ko-
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sinilauseella kuvan alemmasta pallokolmiosta:

cos(90° — do)
= ¢0s(90° — dp) cos90° + cos £ sin(90° — Jp) sin 90°

cosly = s = —0.5446 = {n = 123.00°.

90°5p

GC ((XO’ 60)

GC

Muunnoskaavat saadaan nyt oikealla ylh&illa olevasta pallokol-
miosta:

sin(90° — b) sin({y — £) = sin(90° — J) sin(a — ap)
sin(90° — b) cos(fn — £) =

— cos(a — ap)sin(90° — 6) cos(90° — dp)

+ cos(90° — §) sin(90° — dp)
cos(90° — b) =

cos(a — ap) sin(90° — 6) sin(90° — dp)

+ c0s(90° — §) cos(90° — dp)

cosbsin(fn — £) = cosdsin(a — ap)
cosbeos(fy —€) = —cosdsindp cos(a — ap) + sind cosdp

sinb = cosd cos dp cos(a — ap) + sindsindp
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2.25 = /(0.5 x 15)2 cos? 60° + 1.22" /100 a = 3.9" /100 a.
2.26 Olkoon v, tdhden radiaalinopeus ja vg Maan ratanopeus.

v
® 2

%ﬁ% K

Ve

Ensimmaisen havainnon aikana on v; = v, — vg ja toisen vy, =
U + Vg =

AN v v — g

A c c
AA2_/U2_/UT+'U€B
A ¢ c

AM + Al 01134 0.028
T TN T ST o <4227
=5x10"ms™! =50kms™,
Ady— AN 0.113—0.028

Ve = TN T T axanaT
=3x10"ms ' =30kms™!.

2.27 Ominaisliikkeen vaikutus:
fo = —0.037sa™! = —3.75/100 a = muutos — 4s,
ps = —1.12"a~* = 112" /100 a = muutos — 2'.

Prekessiosta aiheutuva muutos:

d_a =m+nsinatand

dt
=3.07sa" ' +1.34sa"' sin 100.19° tan(—16.58°)
=2.68sa !,

d_5 =ncosa

dt
=20.0"a""! c0s100.19° = —35.4" a™'.

Sadassa vuodessa prekession vaikutus on siis da = 268s =

4min28s, dd = —354" ~ —6'. Uudet koordinaatit ovat

Qo000 = 6h40min45s — 4s+ 4min28s = 6h45min9s,
Ja000 = —16°35" — 2/ — 6’ = —16°43".
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Téassa tapauksessa korjaukset ovat hyvin pienii, joten on saman-
tekevad, missa jarjestyksessa ne tehdadn. Jos aikavili on pitempi,
on ominaisliikkeen vaikutus laskettava ensin (silla sen komponen-
tit on ilmoitettu alkuperdisen epookin koordinaateissa) ja sitten
vasta siirryttdva uuteen koordinaatistoon.

2.28 Kun ominaisliike ilmoitetaan yksikdissi " a~! ja etiiisyys parsekei-
na, on tangentiaalinopeus kilometreina sekunnissa vy = 4.74ur =
4.74p /7, missd m on parallaksi kaarisekunteina. Siriukselle v; =
4.74 x 1.32/0.375kms™" = 16.7kms~! ja kokonaisnopeus v =

Vv 4+ 02 = 18.5kms™!.

Kuvan yhdenmuotoisista kolmioista ndhdaén, ettid s/r = |v,|/v,
joten aikaa kuluu
s rluy|  2.67x3.086 x 10'"* km x 8 kms™!

=5 = =1.92x 10"
v v2 (18.5kms—1)2 % ®

eli noin 61000 vuotta. Koska rmin/r = v¢/v, lyhin etdisyys on
Tmin = v¢7/v = 16.7kms ™! x 2.67pc/18.5kms ! = 2.40 pc ja pa-
rallaksi 0.42"”. Ominaisliike on t&lloin v/4.74ry;, = 1.62" a1,

2.29
8
(ol
e
S
401 £
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Kun Auringon alareunan nienniinen korkeus on 0° eli se nikyy
horisontissa, sen todellinen korkeus on —35.5’. Ylareunan todel-



76

Ratkaisut luvun 2 tehtaviin

linen korkeus samalla hetkelld on —35.5" + 32" = —3.5". Todelli-
suudessa Aurinko on siis jo kokonaan horisontin alapuolella. Y1a-
reunan ndenniinen korkeus on 25'.

Auringon lapimitta pystysuunnassa saadaan yld- ja alareunan
naenndisten korkeuksien erotuksena, joten se on 25. Tama on
pienempi kuin todellinen lapimitta, joten Aurinko nayttaa litisty-
neeltd (refraktio ei tietenk&&n muuta lapimittaa vaakasuunnassa).
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3 Havaintolaitteet

3.1

3.2

3.3

3.4

Kuun etaisyys Maasta on noin 384 400 km ja halkaisija 3476 km,
joten se nikyy kulmassa
3476 km
49 = 384400 km
Jupiter on suurimmillaan oppositiossa, jolloin sen etdisyys Maas-

ta on 4.203 AU. Jupiterin halkaisija on 142 000 km, joten sen kul-
maldpimitta on

=9.04 x 10 2rad = 31.1".

B 1.42 x 103 m
T 4.203 x 1.496 x 1011 m

Tarvittava suurennus on w = ag/ay = 40.

=2.96 x 10 *rad = 46.6".

ayg

Filmin mustuma riippuu siithen osuneesta energiasta (fotonien
médristd), mika puolestaan on valaistus (vuontiheys) filmilld ker-
rottuna valotusajalla ¢t. Valaistus on verrannollinen objektiivin
pinta-alaan ja kdantden verrannollinen polttovilin f nelioon (sil-
13 f on filmin etdisyys objektiivista). Saman mustuman aikaan-
saamiseksi tiytyy siis olla D3t/ f? = D3ty/f3, missi D; ja Ds
ovat objektiivien halkaisijat. Valotusaikojen suhteeksi saadaan
to (Dl/f1)2 (20 cm/150 cm)2

T (Do) (15em/200eme — o16

Tarvitaan siis noin 3.2 sekunnin valotus.

b) s1 = agfi = 1.35cm, s2 = agfo = 1.80 cm.

¢) Suurennus on w = f/f', missd f on objektiivin ja f' okulaa-
rin polttovili. Kun objektiivin polttovili on 150 cm ja okulaarin
2.5 cm on suurennus 60. Jos objektiivin polttovili on 200 cm, sa-
ma okulaari antaa 80-kertaisen suurennuksen.

Kulmassa a nadkyvan kohteen kuvan pituus levylld on s = fa,
joten

a=s/f=9cm/100cm = 0.09rad = 5.2°.

Voidaan siis kuvata alue 5.2° x 5.2°. Kuun lidpimitta levylld on
sg = agf = 9.0mm.

Erotuskyky on 6 &~ \/D, missd A on aallonpituus ja D objektiivin
halkaisija. Jos objektiivi on pyodred, erotuskyvylle voidaan kayt-
td4 myos lauseketta 1.22)\/D. T&maé on keskelld olevaa kirkkain-
ta aluetta eli Airyn kiekkoa ympér6ivin sisimmén tumman ren-
kaan side. Kyseessd on kuitenkin hieman mielivaltaisesti valit-
tu teoreettinen raja, joten ykkosta ldhelld olevan kertoimen 1.22
kdytto/unohtaminen ei ole oleellista. Jos kyseessd on kaksi tai
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useampia suorassa rivissi olevia teleskooppeja, tata kerrointa ei
pitaisi kayttia.

Néikyvaille valolle voidaan kiyttad aallonpituutta A = 550 nm.
(Lyr: 6 = 44" = 2.13 x 10~*rad, josta saadaan D = /6 =
550 x 107°m/2.13 x 107* ~ 3mm.

e2Lyr: § = 23" =1.12x 10~°rad = D ~ 5cm.

(e'Lyr ja €2Lyr muodostavat paljain silmin nikyvin kaksoistih-
den, jonka komponenttien magnitudit ovat 4.8 ja 4.4 ja véalimatka
209". Kumpikin komponentti on lisdksi kaksoistdhti.)

3.5  Erotuskyky on 6 ~ A/D. Tahtien kulmaetiisyys on 8 = a/r, mis-

sd a on tihtien vilimatka ja r etdisyys havaitsijasta. Siispa
A a N aD 10AU x 0.3m
—_— = — r=—-—-m=—————
D r A 550 x 1079m
=5.46 x 105 AU = 26 pc.
Jos kerroin 1.22 pidetddn mukana, saadaan 22 pc.
3.6 Téahden kulmaldpimitta on
2R 2x1.2x6.96 x 108m
o= — =
r 1.32 x 3.086 x 1016 m
=4.101 x 10~®rad (= 0.0085").
Optisen teleskoopin halkaisijan tulisi siis olla luokkaa
550 x 10’ m
Dopt = ——————— ~ 13m.
= J101x 108~ O™
Jos radioteleskooppi toimii 72 GHz:n taajuudella, sen ldpimitan
on oltava
D A 3 x108ms!
radio ™ 0 T va T T2x10%s T x 4.101 x 10 ®
~ 100 km.
3.7 a) Silmin halkaisija on noin 6 mm, joten erotuskyky on
550 x 10~ °m
=122"—"———— =1.118 x 10~ *rad = 23".
0.006 m S
Silmén erotuskyky on todellisuudessa paljon huonompi, silla se ei
madradydy silmén optisten ominaisuuksien vaan reseptorisolujen
koon perusteella.
b) 10 MHz vastaa 30 metrin aallonpituutta. 2":n erotuskykya var-
ten tarvittaisiin noin 60 kilometrin lapimittainen antenni. Jos taa-
juus nostetaan 1000-kertaiseksi eli 10 GHz:iin, riittdd jo 60-met-
rinen antenni.

3.8 22 GHz:n séteilyn aallonpituus on 0.014m. Antennin erotuskyky
on 3.4’ tai 4.1' kaytetystd kriteeristd riippuen.

3.9 Radiolaineiden pituus on taaskin 0.014 m.

a) Antennien vilisen kantaviivan suunnassa erotuskyky on

0.014m

= = -9 ~ 0.001".
= 3900 x 10°m 4.7 x 10" rad = 0.001
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Antenni ei nyt ole pyOre, joten kerrointa 1.22 ei sovi kdyttaa.
b) Sama erotuskyky saavutetaan optisella teleskoopilla, jonka ob-
jektiivin halkaisija on

550 x 107’ m
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4 Fotometriset kasitteet ja magnitudit

4.1

4.2

4.3

Esimerkiksi komponentin 1 magnitudi méaéritellidn sen vuonti-
heyden avulla:

Téastd voidaan laskea vuontiheys:

Fy = Fpl0 %% = Flo % = R,
Vastaavasti toisen komponentin vuontiheys on

Fy = Fy10704m2 = F10-94%14 = 0.275F,.
Kokonaisvuontiheys on

Fyox = F1 + F» = 1.275Fy,

josta

A
Mok = _2.51g%“ = —251g1.275 ~ —0.3.

b) Jos komponentteja on useampia, lasketaan samalla tavoin en-
sin kunkin vuontiheys: F; = 0.016Fy, F» = 0.001F; ja F3 =
0.001Fp, joten Fiox = 0.018F; ja kokonaismagnitudi myex =
—2.51g0.018 ~ 4.4.

Vuontiheyksien valilld on yhtalo Fyox = F1 + F» + F3 eli
F010—0.4><0 — F010—0.4><1 + F010—0.4><2 + F010—0.4m3,
josta

mg = —2.51g(10° — 10794 — 107°%) = —2.51g0.443 ~ 0.9.

Olkoon tdhden absoluuttinen magnitudi M. Silloin on voimassa

,
torstaina : m — M = 51 ,
orstaina : m g 10 e

! /r/
jantaina : m' — M = 51 .
perjantaina : m g 10 e

Viahennetdan jalkimméiinen yhtilo edellisesté, jolloin saadaan

m—m'=5lg— = — =10%2m=m) = 1003 = 2

,rJ ,r.l
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4.4

4.5

Jos valo etenisi darettomalla nopeudella, tahden etiisyys olisi pie-
nentynyt puoleen noin vuorokaudessa. Jos niin olisi todella kay-
nyt, maanantaina ei enéd olisi ollut tihtitieteilijaa tuloksiaan tut-
kimassa (eikd sen puoleen paljon mitdin muutakaan).

T, T, T, T, T,

Koska valon nopeus on direllinen, maailmanlopun ennustetta on
tutkittava vahian tarkemmin. Edelld olevassa kuvassa on piirretty
tdhden etdisyys ajan funktiona. Hetkelld T, tahti on etdisyydelld
r ja ldhettdd valoa, joka havaitaan hetkelld T} (torstaina). Het-
kelld T5 etdisyys on pienentynyt puoleen, ja tdhti ldhettdd valoa,
joka havaitaan perjantaina, hetkelld T3. Hetkella Ty sitten jysah-
tdd. Kuvan yhdenmuotoisten kolmioiden perusteella voimme oi-
tis paatelld, ettd aikavalit Ty, — T3 ja T3 — 17 ovat yhtd pitkét,
joten tahti kylld t6rmia maapalloon lauantaina olipa sen nopeus
miké tahansa.

Koska 1pc =~ 206265AU, Auringon etdisyys on r = 4.848 X
10~%pc. Absoluuttinen magnitudi on

r
Mg =me —5lg—— = —26.7— 51g4.848 x 107 ~ 4.9.
o & 10pc g X
b)
L i
Mgatasi — Mo = —2.51g %
®
Lgataxsi — 100-4(=20-4.9) g 10°.
Le

Galaksin séteily vastaa siis 9 miljardia Aurinkoa.

Olkoon tdhden magnitudi ennen rdjahdystd M ja luminositeet-
ti L sekd radjahdyksen jalkeen M' ja L'. Koska M — M' =
—2.51g(L/L"), on

!

L
M =M - 2.51gf =5-251g10° = —17.5.

Andromedan etiisyydelld ndenndinen magnitudi olisi

690 x 10°
m' = M' +5lg —— = —17.5+ 51lg —= " P€ 6.7,
10pc 10pc
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4.6

4.7

4.8

4.9

Ré&jahdyksen jilkeen absoluuttinen magnitudi on M = —-20.
3 kpc:n matkalla ekstinktio on A = ar = 1 mag kpe™! x 3kpe =3
magnitudia. Ndenndinen magnitudi on niin ollen

m:M+51g%pc+A:—20+51g300+3:—4.6.

Oletetaan, ettd kaikkien tdhtien absoluuttinen magnitudi on M.
Magnitudia m kirkkaampina ndkyvat ne tahdet, jotka ovat ldhem-
pana kuin r(m), missd r(m) saadaan yht&lostd

r(m)

- M =51
m g10pc

< r(m) = 10pc x 10m=M)/5,

Jos tahdet ovat jakautuneet avaruuteen tasaisesti, on magnitudia
m kirkkaampien tdhtien lukumé&éra n(m) verrannollinen r(m)-si-
teisen pallon tilavuuteen, ja kysytty suhde on

n(m+1)  [(r(m+1) s ~ (10pc x 10(m+1=M)/5 ’
nim) U r(m) ~ \ 10pc x 10(m=M)/5
= 103/5 (mA1=M=m+M) — 103/5 = 3,98,

Taméi sama paidttely voidaan toistaa erikseen kullekin absoluut-
tiselle magnitudille, joten tulos patee itse asiassa yleisemminkin
kunhan vain kaikkien magnitudien tdhdet ovat jakautuneet tasai-
sesti avaruuteen.

Kolminkertaisessa ikkunassa on kuusi rajapintaa, joten vuonti-
heys sisalla on

Fisang = (0.85) Fluikona = 0-38 Futkona-
a)

Fisais
Miisals — Mulkona = —2.51g —220% — _9 51¢0.38 = 1.06.

ulkona

Téhden kirkkaus heikkenee siis 1.06 magnitudia. (Ilmakehin ai-
heuttama ekstinktio zeniitissd on noin 0.2 magnitudia, siis paljon
vihemmin kuin ikkunasta johtuva ekstinktio.) Reguluksen mag-
nitudi sisaltd nahtyna olisi 1.36 + 1.06 = 2.42.

b)

Fsina = € Fuikona. = 7= —In 22 — _170.38 ~ 1.0.
ulkona
Ikkuna aiheuttaa suunnilleen yhtd paljon ekstinktiota kuin koko
ilmakeha.

Téhden etiisyys on r = 1/7 = 50 pc. Ekstinktio on
A=m—M—-5lg—— =6.0—2.5—5lg5 = 0.005mag.
10pc

0= 0.005 mag
~ 50pc

= 0.1 magkpc .



4 Fotometriset késitteet ja magnitudit 83

4.10

4.11

Ekstinktiota aiheuttava tihtienvilinen aine ei tiyti koko avaruut-
ta tasapaksuna massana, vaan esiintyy pilvind. Jos nakositeelle
ei osu yhtédéan pilved, ekstinktio on hyvin pieni.

Visuaalialueen ekstinktio on noin 3 kertaa vérieksessi, joten Ay =
3Ep_v = 1.11. Etéaisyys on r =~ 910 pc.

Vairieksessin laskemiseksi tarvitaan ekstinktio visuaalialueessa ja
niin ollen tdhden etdisyys. Aloitetaan siis laskemalla etdisyys.
Sehin saadaan yhtalosta

V — My :5lgL+avr,
10pc

missd ay = 1magkpe . Yht&l on nyt ratkaistava numeerisesti.
Lausutaan r kiloparsekeissa ja muokataan yht&lo iterointiin sove-
liaaseen muotoon

10007
10pc
= lgr=-0.2r +0.76
= = 100.7670.2’!‘.
Valitaan alkuarvoksi vaikkapa 10°7¢ = 5.75:
ro = 9.75
ry = 1077670270 = 0.41
ry = 10776702 = 4.77

jne.

151-13=>5Ig ny

jne.

Iterointi suppenee erittiin hitaasti, mutta lopulta kuitenkin paa-
dytdin arvoon r = 2.1kpc.

y| y=0.76-0.2r

Ve

Toinen mahdollisuus on arvioida ratkaisu graafisesti piirtamélla
edelld olleen yhtélén lgr = —0.2r + 0.76 kummankin puolen ku-
vaaja erikseen ja katsomalla, milld r:n arvolla ne leikkaavat.
Tulosta voidaan sitten parannella esimerkiksi edelld kiytetylla ite-
roinnilla. Kolmella desimaalilla ratkaisu on r = 2.144 kpc.

Nyt saadaan ekstinktio Ay = ayr = 2.1mag, joten vériek-
sessi on Ep_y = Ay /3 = 0.7. Ominaisvéri on (B — V) =
(B-V)—Ep_y =16-0.7=0.09.

y=lgr
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4.12

Saapuvaa siteilyd vastaa sdhkokenttd, jonka heijastavan pinnan

suuntainen komponentti on Ej ja titd vastaan kohtisuora kompo-

nentti £, . Heijastuneen séteilyn vastaavat suureet ovat El'| jaE'.

Pilkulliset suureet voidaan laskea pilkuttomista Fresnelin kertoi-
mien avulla: EII\ = E|R) ja | = E;R,. Saapuvan siteilyn in-
tensiteetti on I = Ef + E7 ja heijastuvan I' = (E))* + (£').
Jos saapuva séteily on polarisoitumatonta, on Ey = E|, joten
r=1'/I= %(Rﬁ + R?). Snellin kaavan avulla voidaan kertoimien
lausekkeista eliminoida veden sisdin taittuneen siteilyn suunta:

sini = nsint eli cost = v/n2 —sin?i/n. Fresnelin kertoimet tu-
lokulman funktiona ovat

cosi — V/n2 —sin?i R vVn?2 —sin®i — n? cosi
3 1 = .
cosi 4+ Vn2 —sin?i Vn2 —sin®i + n2 cosi

Heijastunut séteily on polarisoitunutta; polarisaatioaste riippuu
tulokulmasta . Kerroin R h#vidd, kun cosi = 1/v/n? + 1 eli

Ry =

tant = n,

miké tunnetaan Brewsterin ehtona. Téll6in heijastunut siteily on
tdydellisesti polarisoitunutta. Lammen tapauksessa (n = 1.33, jos
lampi sisiltda pddasiassa vettd) tamé tapahtuu, kun i ~ 53° eli
tdhden korkeus on 37°.

Seuraavassa taulukossa on annettu kertoimet korkeuden funktio-
na. Magnitudin muutos on Am = =2.51gI'/I = —2.51gr.

korkeus i Ry R, r Am
0° 90° —1.000 +1.000 1.000 0.0
10° 80° —0.675 +0.489 0.347 1.2
20° 70° —0.467 +0.217 0.133 2.2
30° 60° —0.337 +0.066 0.059 3.1
40° 50° —0.257 -0.022 0.033 3.7
50° 40° —-0.206 —-0.076 0.024 4.0
60° 30° —0.175 —-0.108 0.021 4.2
70° 20° —0.155 -0.128 0.020 4.2
80° 10° —-0.145 -0.138 0.020 4.2
90° 0° —-0.142 -0.142 0.020 4.2
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4.13

Am |

30° 60° 90° i
Kun i on pieni, on sini =~ 0 ja cost = 1, jolloin
n—1\"
r= .
n+1

Kun n = 1.33, saadaan tastd r = 0.020, kuten pitddkin. Itse
asiassa tdmé& approksimaatio pitee vield suhteellisen suurille tu-
lokulman arvoille, 7 < 30°.

Tilanne vastaa vaatimatonta rengasmaista auringonpimennysta.
Jos tdhden sdde on R ja planeetan sidde r, tdhden séteilyvuosta
jaa pimennyksessé jéljelle pinta-alaan verrannollinen osa

Toisaalta magnitudieron Am = 0.02 avulla lausuttuna vuonti-
heyksien suhde on

f — 10—0.4Am.

Naistd saadaan

% = /110 048m = /1 — 10 04x0.02 = (135,

Jos R = Rs = 6.96 x 10® m, planeetan lipimitta on
d=2r=2x0.135 x 6.96 x 10> m = 190 000 km,

miké on noin 1.3 kertaa Jupiterin ldpimitta.
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5 Sateilymekanismit

5.1

5.2

Siirtymai n + 1 — n vastaava aallonpituus A saadaan yhtilostd

1 1 1
3= 23~ )

missii Rydbergin vakio R = 1.097 x 10" m~!. Yht#lo voidaan kir-
joittaa muotoon

n%(n + 1)2

=R\=1.097x 10"m~! x 0.2105
(2n T 1) X m X m

= 2.309 x 10°.

Tasta pitdisi nyt ratkaista n, kun lisdksi vaaditaan, ettd n on po-
sitiivinen kokonaisluku. Arvio n:lle saadaan seuraavasti: joka ta-
pauksessa n on hyvin iso, joten n + 1 ~ n ja 2n + 1 ~ 2n. Siis-
pd RA ~ n? x n?/2n = in®. Timin ratkaisu on n ~ 167. Ko-
keilemalla esimerkiksi arvoja 165, - - - ,169 ndhd&an, ettd paras yh-
teensopivuus havaintojen kanssa saavutetaan, kun n = 166, jol-
loin A = 0.2104m. Siirtymi 167 — 166 antaa siis ldhes oikean
aallonpituuden.

Havaittu voimakas siteily edellyttaisi molempien tilojen korkeita
miehityslukuja, jolloin myos siirtymaét tilasta 166 alaspéin aiheut-
taisivat voimakkaita spektriviivoja. Koska sellaisia ei kuitenkaan
havaita, syntyy 21 cm:n viiva jollakin muulla tavalla. Kuten tun-
nettua, viiva syntyy neutraalin vedyn elektronin spinin kidntyes-
sd, mutta sehdn on jo toinen juttu.

Intensiteetit saadaan Planckin laista

2
B\(T) = 2/\h—§ehc/)\k;T_1’
missa
h = 6.6256 x 10724 Js,
c=2.9979 x 108ms?,

k=1.3805x 102 JK 1.



5 Sateilymekanismit 87

1

Jos B lausutaan yksikoissi W m~2 sterad”' nm~!, saadaan

A [nm] Bx(5000K) B, (6000K)

100 0 2
200 470 4472
300 5607 25198
400 12681 39222
200 16115 39954
600 16057 34461
700 14287 27736
1500 2909 4220

On syytd huomata, etti eri limpoétiloja vastaavien Planckin funk-
tioiden kuvaajat eivit koskaan leikkaa toisiaan. Jos lampdétila kas-
vaa, kasvaa siteilyn intensiteetti kaikilla aallonpituuksilla.

By,
40000

T =6000 K

T =5000 K

'500 1000 1500 A [nm]

5.3  Kokonaisintensiteetti on

> 2h [ vidv
B(T) :/0 B,(T)dv = 0—2/0 Sho/RT — 1"

Sijoitetaan tdhin = hv/kT, dv = dz kT'/h, jolloin

2k* © 23 dz

B(T)=5—T* :

(T) Ah? /0 et —1
Kokonaisvuontiheys on niin ollen

F=7B(T) =oT*,

n2k* © 23 dx

=——1 I= —

TR /0 et —1’

Integraali I on lampotilasta riippumaton vakio ja siis yksinker-
taisesti jokin reaaliluku. Téallainen integraali voidaan aina laskea
numeerisesti mielivaltaisella tarkkuudella. Sen analyyttinen las-
keminen sen sijaan on kohtalaisen tyolds tehtdva, eikéd onnistu ai-
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van alkeismatematiikalla. Asiasta kiinnostuneille esitimme seu-
raavassa integraalin laskemisen tarkeimmaét vaiheet.

1°) Kirjoitetaan aluksi integroitava muotoon

1
3 —z
g(x) =z’ ———
(z) 1—e®
ja huomataan, ettd viimeinen tekijé on tilloin erddn geometrisen
sarjan summa:

1

m:1+€_$+€_2m+€_3m+"'

Integraali voidaan nyt lausua seuraavassa muodossa

I:/ <Zw3e_lm> dz.
0 =1

Itse asiassa geometrinen sarja suppenee vain, kun z > 0. Jos
haluamme tehdi kaiken kunnolla, joudumme esimerkiksi jaka-
maan integroimisvilin kahteen osaan [0,e) ja [e,00). Koska
lim,_,0 g(z) = 0, saadaan edellisen vélin vaikutus integraaliin mie-
livaltaisen pieneksi, kun ¢ valitaan riittavan pieneksi. Jalkimmaéi-
sessd osassa geometrinen sarja suppenee tasaisesti, ja samoin te-
kee edellisessé I:n lausekkeessa esiintyva summa. Tamén johdosta
voimme younta menettamatta vaihtaa integroinnin ja summauk-
sen jarjestyksen:

o o]
I = Z e dz
; .
=1

2°) Nyt selvidd syy tehtavéan 1.2. Sieltd ndemme, etté integraalit
voidaan lausua gammafunktion avulla:

1= 59— ruc).
=1

missd ¢ on Riemannin (-funktio:

=3 5
=1

Edelleen tehtavdn 1.2 perusteella tiedimme, ettd I'(4) = 3! = 6.

3°) Nyt on viela laskettava ((4), miké on tehtdvén vaikein vaihe.
Se tapahtuu keksimailli, ettd erdiden funktioiden Fourier’'n sarjat
sopivilla argumentin arvoilla muistuttavat kovasti (-funktion lau-
seketta. Aloitammekin kehittimalld funktion p(z) = 2%,k € N,
Fourier’'n sarjaksi. Tdméa on parillinen funktio, joten se voidaan
esittdad kosinisarjana

o0
p(r) = 22F =¢g+2 Z ¢j COs jz,
j=1
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1 K0
co = %/ =2k dz,

—T

missa

1 ™
$2k

= — cos jx dzx.
o) jxdx

¢j

Tarvitsemme funktioiden 2> (k = 1) ja 2* (k = 2) sarjat. Pienelld
askartelulla saamme

2 oo
s T 1 4rn . .
vt == + 2;_1 %j_Q(_l)] cos jz,
4 o 3
4T 1 /8« 487 . .
x —?"‘2]_51%(]—2—]—4 (—1)]COS]£IS.

Lasketaan nimé sarjat, kun 2 = 7, jolloin cos jz = (—1):

1 2 2

(2T _T
1,7t 7l
4) = — (= +8r°¢(2) - 7*) = —.
(@ = 55 (5 +87¢@) - 7') = o
Siispé, vihdoin ja viimein,
R
I=T4)(4)=3 90 =
Vakioksi o saamme siten
_ 2m5 k*
T e,
(Huhhuhh!)

5.4  a) Sijoitetaan Wienin siirtymalakiin
AmaxI = 0.002898 K m

lampdtila T = 2.7K, jolloin saadaan maksimi-intensiteetin aal-
lonpituudeksi Apax & 1.1 mm. Toinen tapa on kidyttdd muotoa

T

Vmax

=1.701 x 107" Ks

Wienin siirtymalaille. Timi antaa vmayx ~ 1.6 x 10'! Hz. Téta
vastaava aallonpituus olisi ¢/Vmax &~ 1.9 mm.
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b) Kokonaisintensiteetti on
T4 . 1078 x 2.7
Kl S.OTx 1077 x 2.7 Wm 2 sterad ™!
T T
~ 9.6 x 107" Wm™2 sterad .
c¢) Auringon pintaldmpétila on noin 5800 K ja ndkyvén valon aal-
lonpituudeksi sopii valita 550 nm. Auringon intensiteetti on tél-
16in
I(Te) ~ 2.62 x 101* Wm 2 sterad™' m™ 1,
Taustaséteilylle saadaan
2.366 x 10%° _ 1
I)\(27K) = WWm Zsterad lm !
2.366 x 1015 _9 1 -1
~ W Wm sterad m
~3.1x 107" Wm 2 sterad ' m .
Suhteeksi saadaan tésta
I,(2.7K) _ 3.1 x 1074193 ~ 10—1206
I(Te) 2.62 x 1013 '
Tami on sangen pieni luku.

55 T = 0°C = 273K. Kokonaisvuontiheys on F = oT* = 5.669 x
108 Wm 2K *(273K)* = 315Wm 2. Siteilyn maksimin aal-
lonpituus on Amax = 0.0002898 Km/273K = 10.6 x 10~m =
10.6 pm.

5.6  On siis laskettava suhde

/: BA(T) dA/ /Ooo BA(T) dA.

Nimitt#ji on ilman muuta oT* /7. Osoittajassa integroimisvalilli
on A € Apax, joten voimme kayttdda Wienin approksimaatiota.
Osoittaja on siis

Az g
[ 2

B ~2hc/)\ NP ehe/ AT

1

Tahén tekee mieli sijoittaa

he he he

rT=——, A= —, d\=———=

AT kTz kTz?

Ja koska tdmé&n symboliviidakon kirjoittaminen tietokoneen uu-

meniin on tosi tautista puuhaa ja nukkumaankin pitdisi ehtii,
merkitsemme vaivojemme sadstidmiseksi viela

0 he _ he
COMETT T MET,

dzx.
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jolloin
2k4T4 a
B = """ z3e %dz.
h3c? /b
Integraali lasketaan helposti integroimalla osittain riittdvain mon-
ta kertaa:

a

a
—z3e7® —+—/ 32x%e %dz
b

a a
—z%e "+ / Qwe_“”dar>
b b

=ble? — P + 3b%e b — 3a%e @

a a
+ 6< —ze ¥ + / e_””dm>
b b

=ble ™’ —aPe ™ + 3b%e " — 3a%e
+ 6be™" — 6ae™ + 6e7? — e
=e "(b” +3b* + 6b+6) — e “(a® + 3a® + 6a + 6).

I:/ e %dx =
b b

=bet —aPe + 3(

Kysytty suhde on siis
2k

B h3c21_E f(hc)—f( hc)
oT4/m — 2r'k pu 7 " NakT MET )’
15¢2h3

missa,
f(z) = e *(2® + 327 + 62 + 6).
b) Ay = 400nm, Ay = 700nm = a = 14.39, b = 8.22, joten

By 15
B = 51(f(822) = f(1439))

15
= —(0.2187 — 0.0021) = 0.0334.
™

Siis vain noin 3.3 % séteilysta on ndkyvaa valoa. Kaikki muu ener-
gia menee lAmponé ns. harakoille (semminkin, jos lamppu sattuu
olemaan ulkosalla).

5.7 Téahden pinta-ala on 47 R2, joten sen luminositeetti on
L =47 R*cT*
= 47(100 x 6.96 x 10%)? x 5.669 x 1078 x 2500* W
=1.35x 102 W.

Tehtavan 5.6 nojalla 3.3% séateilystd on nakyvaa valoa:
Ly =0.033 x 1.35 x 10* W = 4.45 x 10°" W.
b) Vuontiheys 10 pc:n péadssd on

L 1.35 x 1029 A
= =11x10"" -2,
42 = 47(10 x 3.0857 x 1016)2 X107 Wm
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Lampun etiisyydelle rg saamme yhtalon

Lg

=11x107"Wm 2.
4rd x m

Kun lampun teho on 100 W, saadaan etiisyydeksi noin 8.4 kilo-
metrid. Koska tdhden ja lampun ldmpdtila on sama, on kumman-
kin Ly / Lyokx sama, joten saadaan sama tulos myos, jos kiytetdin
visuaalialueen luminositeetteja.

5.8
Olkoon vuontiheys Auringon pinnalla F = ¢T:. Luminositeetti
on téllin L = 47 R?0T ja vuontiheys etiisyydelld r on
L R\?
FI — — [ = T4
4772 <r> Tte
=
4/ F'
Te=Voar
missd @« = R/r on kulma, jossa Auringon sidde ndkyy Maasta
(a = 16" = 0.0047rad). Sijoittamalla tiedot lampdtilan lausek-
keeseen saadaan
1390 Wm—2
T.= 1\ ~ 5800 K.
¢ \/5.67 x 1078 Wm—2K~4 x 0.00472 5800
5.9

L 4T R?0T?
Myot — Myor,o = —2-51g£ =-25lg W
®

e,odot
R 2( Te >4
—251g( =— ,
g(-R@) Te7odot

josta saadaan siteiden suhteeksi

2
i — M 10_0-2(Mbol—Mbol,®)
Rg Te ’

a) € Eridanin sédde on

5800
<m) 107026441 R~ 1.2Re.
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b) Siriukselle joudumme ensin laskemaan bolometrisen magnitu-

din:
my — My =51 "
v v g10pc
T 2.67
= y=my —29 glOpc 5—5lg 10 37

Myo = My — BC =1.37—- 0.5 = 0.87.

Nyt voidaan laskea sdde

5800 \ 2 A
R=|[—=) 1070208747 p "~ 20R..
<10000> © ©

5.10 Olkoot tidhtien magnitudit m4 ja mp, luminositeetit Ly ja Lp
seké efektiiviset lampdotilat Ty ja Tg. Kummankin tdhden sdde
on R. Lasketaan magnitudierotus ldmpdtilojen funktiona:

Ly

47 R20T4
ma—ms ole Lp ole 47TR20T;_§

Ti\* T4
3 g<TB> 0 gTB

Tastd saadaan

Ty = Ta x 100ma=m5)/10 _ 4350 % 10(5-2-6:2)/10 o, 3380 K

5.11 Jos havaittu vuontiheys aallonpituudella A on F'; kirkkauslampo-
tila saadaan yhtalosta

o 2hc? 1

F=a'm—e s — 1
;s 5 2hc?
= ehe/AT — asz; +1
L he) Mk
b= 5 -
In <a2ﬂ¥l/\c5 + 1)

Auringolle @ = 16" = 0.0047rad. Kun A = 300nm, on F =
0.59Wm 2nm~!, joten T}, = 1380 K. Alueella on paljon vahvoja
absorptioviivoja, joten kirkkaus on pienempi kuin Auringon pin-
nan lampotilassa olevalla mustalla kappaleella. Jos kirkkauslam-
potila laskettaisiin kontinuumin avulla, saataisiin huomattavasti
korkeampi arvo.

5.12 Oppikirjan yhtdlostd (5.32) saadaan

b

Te = ———,
(B-V)—a

missa
he

11
=25—(— - — )| =~ K.
b 5k<AB /\v> 7000
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Toinen vakio méiratdin ehdosta, etti B = V spektriluokan AQ
tahdille, joiden lampdtila on noin 15000 K:

b 7000
=B-V)-==———=04T.
a=B=V) =7 = "15000 = 47
5.13 a) Kineettisen lampo6tilan méaritelmasti

1 3
5’”’“}2 = §ka

saadaan nopeudeksi

Urms = V< v? = 3ka

m

3 x1.38x 107 B JK1 x 106K
N 9.11 x 10—31 kg

=6.74x 10°ms ! =~ 6700kms™"'.

b) Kun lampétila on 25° = 298 K, on nopeus vrms & 120kms~1.

1
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6 Taivaanmekaniikka

6.1

6.2

6.3

Kiihtyvyys etdisyydelld » Maan keskipisteesta on

~ GMg _ 6.67x 10! x 5.98 x 10%* s

r2 ((6400 + 350) x 103)2
=8.75ms 2 ~ 0.9g.

a

Ero maanpinnalla vallitsevaan vetovoimaan ei siis ole kovin tun-
tuva. Avaruusalus ja sen matkustaja ovat molemmat samanlai-
sessa vapaassa putousliikkeessé likimain samassa paikassa. Niin-
pa niiden valilla ei esiinny kiihtyvyyksia, jotka pyrkisivit paina-
maan matkustajaa jotakin seinidé vasten ja aiheuttaisivat kuvitel-
man jostakin voimasta. Tilanne ei riipu lainkaan aluksen radas-
ta; se voi vaikka pudota suoraan kohti maapalloa. Keskipakois-
voimalla (jota ei ole olemassa) ei ole mitddn tekemistd painotto-
muuden kanssa.

Voima on siis muotoa F = —f(r)e,, missid f on tdysin mielival-
tainen paikan skalaarifunktio f : R®> — R. Impulssimomentti on
L=mrxr =
L=m@Ext+rxf)=mrxi=rx(mi)=rxF
=—f(r)r xe, =0.

Koska L:n aikaderivaatta hdvidéd, L:n tiaytyy olla vakiovektori.

Kiertoaika saadaan Keplerin kolmannesta laista

a

P =2ra m

Ratanopeus on

v_27r_a_ G(M +m)
P a '

Koska r1lv, on

L = mav = m+/aG(M + m).

Kunm <« M, on L =~ mvaGM, joten pienin L on planeetalla, jol-
le tulo m?a on pienin. Pienimmit massat ovat Plutolla ja Merku-
riuksella. Koska Merkurius on my6s 1dhinnd Aurinkoa, voi ainoas-
taan Pluto vield pienemmalld massallaan horjuttaa Merkuriuksen
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asemaa pienimman impulssimomentin omaavana planeettana.
. M2
Merkurius m?a = WSOOQ 0.387 AU
=1.1x 107" M2 AU,
M2
Pluto m’a = ——2——39.75AU
T T = 164500 0002

=1.5x 107" M2 AU,

Pienin rataimpulssimomentti on siis Plutolla.
6.4 Jos Saturnusta pidetddn jaykisti pyorivini kappaleena, sen im-

pulssimomentti on L = Iw, missid w on kulmanopeus ja I hitaus-
momentti I = [s?pdV. Tissd s on etdisyys pySrimisakselista ja
p tiheys. Integrointi ulotetaan koko kappaleen yli. Homogeenisel-
le pallolle saadaan

R /2 27
I:p/ dr/ d0/ dpr? cos®> 0712 cosf
0 /2 0
R w/2
= 27rp/ dr r4/ cos® #df
0 —m/2
R 5

(.
0 9

RS4 8 2
= —mpR° = ZMR”.
53 157 5

Saturnuksen impulssimomentti on siis

1 .
—sinf(cos® 4 + 2)>

—m/2

2
LS = 5M5R§ws.
Todellisuudessa tiheys kasvaa keskustaa kohti, jolloin impulssimo-
mentti on tissd laskettua pienempi.

Renkaiden impulssimomentti saadaan laskemalla yhteen kaikkien
rengaspartikkelien impulssimomentit:

LR:/rxvpdV.

Koska r1lv, on

Ro 27
Ly = ph/ dr/ rdero(r),
Ri 0

missd h on renkaiden paksuus ja v(r) nopeus etaisyydelld r:

v(r) = /GMs/r
R2 2T
Lr = ph\/GMs r3/2dr/ dy
R1 0

2 .
= 21 ph\/GMs 3(R§/2 — R/
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6.5

6.6

6.7

Tiheys on nyt
_ My Mg
P TR -RY)
joten
R;/z _ R5/z
\/ MgMp =2 — 1 o
Siispa
Ln .G My R/’ —R)?

L i ~9.2x 10716,
Ls  “MsRws R - R %

Nopeuksien suhde saadaan helpoimmin impulssimomentin siily-
mislaista: perihelissd ja aphelissa nopeusvektori on kohtisuorassa
paikkavektoria vastaan, joten L = 1,0y = 750, =

va 1, _a(l—e) l-—e

vp Ta a(l+e) 1+e’
Maapallolle e = 0.017, joten v, /v, = 0.97.
rp=a(l—e), Ta=a(l+e)

1
=a= §(rp + 7)) = 1.4581 AU.

2 1 2 1
_ Z_ Y — 2 _
U= \/"(r )= \/47r (1323 ~ Taza0)

=49733AUa ! ~23.6kms™".

a) Kun yksikkdind kiytetdin maapallon massaa Mg, minuuttia
ja kilometrisi, on G = 1.453 x 10° km® min~? M. Kiertoaika on
1% tuntia eli 90 minuuttia. Radan side voidaan ratkaista Keple-
rin kolmannesta laista:

4r%a® N 4r%a®

P2 = ~
G( MEB + msatelliitti) G M@

3 §/132GM€B 3 7902 x 1.453 x 10° x 1
‘= 42 472
Korkeus maanpinnasta on ekvaattorilla 6680 — 6380 = 300 km ja
navoilla 6680 — 6360 = 320 km.

b) Maapallo pydréhtéd 11 tunnissa (1h30min/23h56min) x
360° = 22.6°. Seuraavalla kierroksella satelliitti kulkee 22.6° 1an-
nempéd eli jostain Shetlandin ja Norjan rannikon vilistd 6ljynpo-

rauslauttoja vakoillen.

= 6680 km.

¢) Koska 24/1% on kokonaisluku, on satelliitti vuorokauden ku-
luttua taas samalla leveysasteella. Maapallo on 24 tunnissa pyo-
rahtdnyt hieman enemmaéan kuin yhden kierroksen, joten satellii-
tin rata kulkee hivenen linnempéad. Ero on noin 4 minuuttia ai-
kamitoissa, mikd vastaa yhtd astetta.
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6.8

6.9

Kiertoajan on oltava sama kuin maapallon sideerinen pyorahdys-
aika P = 1436 min, joten

P2GM
a={ = 42339km = 6.64Rg.
472

Satelliitin ratataso kulkee aina maapallon keskipisteen kautta.
Geostationaarisen satelliitin tdytyy olla ekvaattorin tasossa. (El-
lei rata ole ekvaattorin tasossa, vaikka kiertoaika onkin oikea, sa-
telliitti ndyttdd maanpinnalta katsottuna vuorokauden kuluessa
vaeltelevan edestakaisin pohjois-eteld-suunnassa.) Napojen ym-
parille jaa kalotit, joita ei voi ndhda ekvaattorin tasossa olevasta

satelliitista.
Ay

Kuvasta nahdain, etta

6360 km
1 = ——— =0.1502 = 8.6°.
sinu 12339 km 0.1502 = u =8.6

Alueet leveyspiirin 81.4° pohjoispuolella ja leveyspiirin —81.4° ete-
lapuolella jaavat siis viistamittd katveeseen. Ikavaa alueellista
eriarvoisuutta.

Yhden napakalotin ala on

27 u
A = / d(p/ dfr?siné
0 0

= 27r%(1 — cosu) = 2nr?vers u,
joten

Akatve — 2Ak
A@ 47TT2

= versu = vers8.6° = 0.011.

Sijoitetaan Keplerin kolmannessa laissa P? ~ 47%a®/G Mg Au-
ringon massan paikalle Mg = %wR%p ja ratkaistaan tiheys:

3w (1)3 3
P=6r\R, TGP

missé a on kulma, jossa Auringon side ndkyy Maasta: a = 16’ =

0.00465rad. P on sideerisen vuoden pituus P = 365.265d =

3.16 x 107s.

_ 3

©6.67 x 10-11(3.16 x 107)20.004653

p

kgm® ~ 1400 kgm .
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6.10 Pakonopeus on ve = \/2u/R ~ \/2GM/R, missi M on taivaan-

6.11

6.12

kappaleen massa ja R etdisyys keskipisteestd. Oletetaan, ettd
matkaan saatettava esine on paljon pienempi kuin itse taivaan-
kappale.

Mkg] R[m]  ve[km/s]
Maa  5.98 x 10** 6.38 x 10° 11.2
Kuu  7.35x 10?2 1.74 x 10° 2.4
Jupiter 1.92 x 10*" 7.10 x 107 60
Aurinko 1.99 x 10%° 6.96 x 108 618

Lihténopeus on vy = ve/v2 = \/GM/R. Jos kivi nousee suoraan
ylospéin korkeudelle z pinnasta, saadaan energian sidilymislaista

Ezlmvz_GMm:_GMm
20 R R+x
N GMm_GMm:_GMm
2R R R+x
= z=R.

Kivi nousee siis planeetan sateen pdahin pinnasta. Vaakasuoraan
heitettdessa kivi jad ympyraradalle kiertdmééan planeettaa (ja méa-
jahtid aikanaan kivenheittijin niskaan), silld v./+/2 on juuri ym-
pyrdradan ratanopeus.

Apogeumissa etdisyys Maan keskipisteestd on 7, = a(l + €) ja
NOPEUSs V!

2 1 1-—
vi:GM<———) =GM—°
Ta a Ta
josta
e_l_ravg_ 3 6.37 x 10% x 1
N GM 6.67 x 1011 x 5.97 x 1024

=1-1.6 x 108 = 0.999999984.

Eksentrisyys on siis kohtalaisen lidhelld ykkosta, joten se koulus-
sa opittu paraabelirata-approksimaatio heittoliikkeelle ei ole ko-
vin virheellinen, kunhan 1dhtonopeus ei ole jirin suuri.

Radan isoakselin puolikas on

a=-—"2 ~" _319%10°m = 3190 km.
1+e 2

Perigeumetiisyys on

rp=a(l—e)=3.19x10° x 1.6 x 10™®m =~ 5 cm.

Nopeus perigeumissa on

/[GM1+4+e 1+e 2v,
Uy = = Vy N
P a 1l—e 1—e * " 1—e

=1.25x 108 ms™! = 125000 kms".

On tdmé vield valonnopeutta pienempi, mutta relativistiset kor-
jaukset alkavat kylld olla jo tarpeen.
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Jos lihténopeus on 800ms—!, on e = 0.9898, joten radan kiisitte-
leminen paraabelina on jo vahan kyseenalaista.

6.13 Kuvan numerot tarkoittavat

seuraavia tapahtumia:

1 Maan paikka luotaimen
lahtiessa

2 Maan paikka luotaimen
saapuessa

3 Venuksen paikka luotaimen
lahtiessa

4 Venuksen paikka luotaimen
saapuessa

a) Luotaimen radan isoakselin puolikas on a = (1 +0.72) AU =
0.86 AU. Aphelietdisyys on 1 = a(1l + e), josta e = 0.163. Kier-
toaika on P = a®/? = 0.80 vuotta. Lentoaika on puolet tisti eli
0.40 vuotta. Koska Venuksen kiertoaika on 0.615 a, Venus liikkuu
0.40 vuodessa 234° (kuvassa pisteestd 3 pisteeseen 4). Maa puo-
lestaan liikkuu 144° (1 — 2). Lahtohetkelld Maa on siis 54° edelld
Venusta ja saapumishetkelld Venus on 36° Maan edella.

b) Longitudien erotus kasvaa nopeudella

L 360°  360°
©70615a la

Ylakonjunktiossa longitudierotus on 180°, joten Venuksen on otet-
tava Maata kiinni 126°, mihin kuluu aikaa 126/225.37 vuot-
ta = 0.559a = 204d. Ylakonjunktiota 7.4.1981 vastaava ju-
liaaninen paivamaara on 2444 702. Lahtéikkuna on 7.4.1981 +
204d = JD 2444906 = 28.10.1981. Lahtoikkunat toistuvat syno-
disen jakson vélein, joten seuraavat mahdolliset 1dhetysajat ovat
28.10.1981 + k584 d, missd k on jokin kokonaisluku.

c) Nopeus perihelissd on

=225.37°a" L.

NVenus —

= _— = 37k !
Up P ms
ja aphelissi
M1-
Vy = G— ez??kms_1
a l+e

Maapallon ratanopeus puolestaan on 30kms~! ja Venuksen

35kms~!. Luotaimen siirtimiseksi ellipsiradalle laukaisun jilkeen
tarvitaan siis 3kms~! nopeuden muutos (ja liséiksi on tietenkin
padstiivi pois maapallolta, mihin tarvitaan nopeutta 11.2 kms=1).
Venuksen radalle luotain saadaan jiiméiin tekemélld 2kms—!
suuruinen nopeuden muutos. Vertaamalla luotaimen nopeuksia
planeettojen nopeuksiin huomaamme, ettd molemmissa operaa-
tioissa on kysymys nopeuden pienentamisestd. Ensimmaéinen jar-
rutus saa luotaimen ‘putoamaan’ lahemmés Aurinkoa ellipsirataa
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6.14

6.15

pitkin. Toinen jarrutus estdai luotainta palaamasta takaisin Maan
radalle ellipsin toista puoliskoa pitkin.

Voidaan osoittaa, ettd kaytettidessa tallaista molempien planeet-
tojen ratoja sivuavaa elliptistd siirtorataa padstdin pienimmilla
nopeuden muutoksilla ja siis pienimmalld energian kaytolla.

E

~

}\\.[J{

Pisteessd () eksentrinen anomalia on E = 7/2, joten keskianoma-
lia on

M:E—esinE:g—esing:g—e.
Koska M kasvaa tasaisesti ajan mukana, on aina At/P = AM /2,
joten radan vasemmalla puoliskolla M kasvaa —(7/2 —e) —
(r/2 — e). Niin ollen kappale viettii sielld ajastaan osan

AM _o ir—e 1 e

2 2r 2 r

Oikealla puoliskolla kuluu sitten loput ajasta eli 1 — (3 — e/m) =
L 4+ e/m. Halleyn komeetalle e = 0.967, josta 1 + e/m = 0.808.
Komeetta viettdd eldméastadn yli nelja viidennestd ratansa kau-
kaisemmalla puoliskolla.

Tulos riippuu hieman siitd, millaista vuotta tarkoitetaan. Olete-

taan, ettd kyseessd on sideerinen vuosi, P = 365.256 d, jolloin
t—7 1 2 s

=- =>M=—(t-7)=—==090°

P 1 p=7=3

Eksentrinen anomalia ratkaistaan Keplerin yhtdlostda E—esin E =

M. Arvataan sopiva alkuarvo, esim. Ey = M = 7/2 &~ 1.57080.

T&tad ruvetaan sitten parantelemaan iteroitsemalla:

E, =M +esin Ey = 1.57080 + 0.0167 sin 1.57080 = 1.58750,

Ey = M + esin By = 1.58750.

Talla tarkkuudella E; ja E2 ovat jo samoja, joten voimme lopet-
taa iteroitsemisen. Ratkaisu on F = 1.58750 = 90.96° = 90°57’.
Luonnollinen anomalia lasketaan muunnoskaavoista:

cosE —e
—— = —0.03339
1—ecosE ’

inE
sinf=11—e2— "2 _ (.99944.

1—ecosE

cos f =
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Naista saadaan f = 91.91° = 91°55’.

6.16 Marsin kiertoaika on P = 1.881a, joten keskianomalia vuoden

kuluttua perihelistd on
t—r 27
2T = ——
P " 188l
Sitten vain ratkaistaan Keplerin yhtélostd eksentrinen anomalia.
Koulutuksen téssi vaiheessa iterointi ei enda tuottane ongelmia.
Tuloksena on E = 3.324rad = 190.4°. Isoakselin puolikas on
a = 1.524 AU ja pikkuakselin puolikas b = av/1 — e2 = 1.517 AU.
Paikkavektori on

M = = 3.34rad.

r=a(cosE —e)i+bsin Ej=—1.6411— 0.275].
Etéisyys on
r=a(l —ecosE) = 1.663 AU.

Luonnollinen anomalia saadaan paikkavektorin komponenttien
avulla:

—0.275

—1.641

f = arctan = 189.5°.
Muodoltaan rata poikkeaa vain vihan ympyrasta, joten se voidaan

aivan hyvin piirtdd ympyrénd. Keskipiste ei kuitenkaan ole Au-
ringossa, vaan matkan ea = 0.093 x 1.524 AU = 0.142 AU pééssa.

nouseva solmu

apheli

periheli

laskeva solmu

1 AU
[

6.17 Kuva esittda rajatapausta, jossa meteoroidi osuu maapalloon pin-
nan suuntaisesti. Jos s on suurempi, kiertdad meteoroidi maapal-
lon térmaamaéatta sithen. Jos taas s on pienempi, tormays tapah-
tuu aikaisemmin ja jyrkemmaéssd kulmassa.
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6.18

Olkoon nopeus torméayshetkelld v. Rajatapauksessa saamme im-
pulssimomentin séilymisestd yhtdlén L = mugs = mvRg ja ener-
gian séilymisestd E = tmovd = 2mv? — GmMg/Re. Niitd hyo-
dyntidmalla saamme helposti

V2 + 2G Mg /R :
s:R@%:R@ Yot o e/ @:\/Ré+2GM@R@/v§.

Koska nopeus v > 0 kappaleen ollessa darettoméan kaukana, rata
on hyperbeli. Energiaintegraali on

1 1
h= 51)2 - g = E(Sms_l)2 =125m?s™2
Téastd saadaan isoakselin puolikkaaksi
_nGMy 18 _ 7
a=op N =5.3x10"°m = 3.55 x 10" AU.

Impulssimomentti on
E=|rx# =1AUx5ms™" =748 x 10" m*s™".

Eksentrisyys saadaan yht#lostd p?(e? — 1) = 2hk%:

) 2hk> 2 x 12.5 x (7.48 x 101)?
ef=14+4—=1+
w2 (6.67 x 10—11 x 1.989 x 103Y)2
=1+7.947 x 10716

=

1
e=+v1+7.947x 10716 ~ 1 + 5 X 1947 10716
=1+3.97x 1016,

(Téassa on tyypillinen esimerkki tilanteesta, joka ei ole kunnolla
hallittavissa kymmenen numeron tarkkuudella laskevan laskuko-
neen avulla. Talloin Taylor-sarja voi usein osoittautua pelastuk-
seksi, kuten tdssikin. Mainittakoon tehtiavian historiallisesta taus-
tasta, ettd keksimme sen ilkeyksissdmme juuri laskimiin liikaa tur-
vautuvien opiskelijoiden riesaksi. Inspiraation antoi muuan opis-
kelija, joka ilmoitti syyksi laskemattomiin tehtaviinsi sen, ettd
laskimesta olivat patterit loppuneet.)

Perihelietéisyys on

rp = ale — 1) = 3.55 x 107 x 3.97 x 1076 AU
=1.409 x 10 3 AU = 2.1km.

Komeettaparka tormé&é siis Aurinkoon.
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6.19 Niemme taulukosta, ettd 1.12.1985 keskianomalia on M =

165.02920°. Keskiliike on 0.17898617°d !, joten 5.1.1985 kes-
kianomalia on

M = 165.02920° — 330d x 0.17898617°d "
= 105.9638° = 1.849417 rad.

Radan eksentrisyys on e = 0.1092830, joten Keplerin yhtilon rat-
kaisuksi saamme E = 1.950900 = 111.7783°. Edelleen cos f =
—0.461584, sin f = 0.887096, joten f = 117.4894°. Etiisyys on
r=a(l —ecos E) = 3.244772 AU. Nyt tieddimmekin paikan rata-
tasoon liittyvassa koordinaatistossa. Jotta sitd voitaisiin verrata
maapallon paikkaan, joudumme laskemaan aluksi esimerkiksi he-
liosentriset ekliptikaaliset koordinaatit:

sin f = sinssin(w + f) = 0.187056
tan(A — Q) = cosctan(w + f) = —1.601204

Leveys on selvisti § = 10.7810°, mutta pituus voi olla joko A =
347.71566° — 58.01398° = 289.7017° tai 347.71566° 4+ 120.9860° =
109.7017°. Oikean ratkaisun valitsemiseksi kannattaa esimerkik-
si piirustaa tilanteesta jonkinlainen kuva, josta oikea vaihtoehto
yleensé selvidd. Luonnollisen anomalian avulla tieddmme, missi
planeetan pitéisi olla. Tassé tapauksessa ndemme, ettd 109.7° on
oikea longitudi.

periheli

Nyt saamme ekliptikaaliset suorakulmaiset koordinaatit:

xz=rcosfBcosA =—1.074580 AU,
y = rcos@sin A = 3.000905 AU,
z=rsinfB = 0.606953 AU.

Ekvatoriaaliset koordinaatit saadaan néiistd kiertamélld z-akselin
ympaéri ekliptikan kaltevuuden ¢ = 23.44° verran:

x = —1.074580 AU,
ycose — zsine = 2.511785 AU,
=ysine + zcose = 1.750646 AU.

'
X
'
Y
/
z
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Tarkistuksen vuoksi kannattaa laskea etaisyys \/z/2 + y'2 + 2'2,
jonka pitéisi tietenkin olla sama kuin aikaisemmin saatu etdisyys.
Nyt sitten vain vdhennetdin maapallon paikka, jolloin saadaan
geosentriset koordinaatit. Tehtdvain liittyvassa taulukossa anne-
tut koordinaatit ovat Auringon geosentrisid paikkoja, joista saa-
daan Maan heliosentriset paikat etumerkkid vaihtamalla:

X = —1.074580 + 0.2397399 = —0.834840 AU,
Y =2.511785 — 0.8748503 = 1.636935 AU,
Z =1.750646 + 0.3793318 = 1.371314 AU.

Ja nyt sitten, vihdoinkin
a= arctan% =117.02° = 7.801 h = 7h48.01 min,

§ = arctan =36.73° = 36°44'.

Z
VvVX2+Y?
Verrattuamme n#itd julkaistuihin efemerideihin voimmekin it-
seemme tyytyviisind ldhted hakemaan oluen jadkaapista.

M
o r
1984/85 Crasn Bass Bap.
A
1524 Joensuu 1673 1980
XII 6 810.8 55 | -3522,5 10691
16 805.3 g | 13555, 3.245
26 T57.6 g5 | 436 240
I 5| 147481 00 | 13644, —25'
15 7378 100 | +3651_, +6™1
25 7277 os | 3643y —41
I 4 718.9 o5 | 3620,
14 712.3 +35 45 2.293
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7 Aurinkokunta

7.1

7.2

Suurimmassa itdisessi elongaatiossa Venus nikyy Maasta katsoen
Auringon itdpuolella eli laskee myéhemmin kuin Aurinko. Pla-
neetta nikyy siis "iltatdhtend”. Kuvassa tilannetta tarkastellaan
ekliptikan pohjoisnavalta.

Itaisestd elongaatiosta Venus siirtyy kohti alakonjunktiota (lii-
ke tapahtuu vastapaivdin). Piirroksesta havaitaan selvisti, et-
td matka itdisestd elongaatiosta suurimpaan ldntiseen on lyhyem-
pi kuin lantisestd itdiseen. Niinpd muutos iltatihdesta aamutah-
deksi tapahtuu paljon nopeammin kuin painvastaiseen suuntaan.
Tamén voi todeta varsin helposti vilkaisemalla vaikka almanak-
kaa (tai mieluummin tekemélld ihan oikeita havaintoja Venuksen
liikkeistd).

Oletetaan planeettojen radat ympyréiksi. Ulkoplaneetoille, siis
my0s Marsille, elongaatio voi saada mitd tahansa arvoja valilta
€ € [0°,180°]. Sisdplaneetan suurin elongaatio saadaan suoraan
kuvion suorakulmaisesta kolmiosta

.a
Emax = arcsin ———.

1AU

1 AU
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7.3

74

Merkuriukselle ja Venukselle saadaan seuraavat suurimman elon-
gaation arvot:

Merkurius a = 0.387 AU epax = 23°
Venus a=0.723AU epax = 46°

Todellisuudessa ratojen eksentrisyydet voivat hieman vaikuttaa
tulokseen, koska sekd Maan ettd planeetan etdisyys Auringosta
vaihtelee.

Planeettojen ndkymisajat voi karkeasti arvioida seuraavalla taval-
la: Koska tdhtitaivas pyordhtdéd tunnissa 15°, menee Merkuriuk-
selta 23° mittaisen kaaren kulkemiseen aikaa 23/15h = 1h 30 min
ja vastaavasti Venukselta 46/15h = 3h 5 min. Mars nikyy kauim-
min opposition aikana, jolloin se nousee Auringon laskiessa ja las-
kee Auringon noustessa eli on koko yon nékyvilla. Todelliset ndky-
misajat voivat poiketa edelld lasketuista melkoisestikin juuri dek-
linaation vaikutuksen takia. Esimerkiksi 1987 Mars pysytteli Uts-
joelta ndhtynd nelisen kuukautta yhtd padtd taivaanrannan ala-
puolella.

a) Venuksen suurin mahdollinen geosentrisen leveyden itseisarvo
alakonjunktiossa havaitaan, kun Venus on 90° paissi ratansa nou-
sevasta tai laskevasta solmusta. Kun radat oletetaan ympyroiksi,
saadaan oheisen kuvan merkinnéin

asint 0.723sin 3.39°
tan = T = T 0.723cos3.30° ~ V1o
= [ =8.73°
a
B 1
1 AU

b) Venuksen radan nousevan solmun pituus on {2 = 77°. Suurin
(pienin) geosentrinen leveys havaitaan, kun Maa on 90° pdissi
Venuksen radan nousevan solmun suunnasta. Koska Maa liikkuu
noin asteen vuorokaudessa, sattuvat Venuksen suurimmat tai pie-
nimmat geosentrisen leveyden arvot noin 13 vuorokautta ennen
kevatpaivan- tai syyspédivantasausta (180° = (77° 4+ 90°) = £13°),
ts. 8.3. ja 10.9. tienoilla.

¢) Ylikulkupaivind Venus ndkyy ratansa nousevan tai laskevan sol-
mun suunnassa. Solmujen heliosentriset pituudet ovat 2 = 77° ja
Q+180° = 257° ja vastaavaat ajankohdat £3 kuukautta b-kohdan
tuloksista eli noin 8.6. (laskeva solmu) ja 10.12. (nouseva solmu).

Lasketaan aluksi Kuun varjon halkaisija d Maan pinnalla. Olkoon
x varjon pituus, 7 Kuun keskipisteen etdisyys Maan keskipistees-
téd, rq, Maan etdisyys Auringosta ja Rg), Rg ja R Auringon, Maan
ja Kuun sateet. Kuvan yhdenmuotoisista kolmioista saadaan

Rg R d/2

re—r+z x x—1+Rg
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Téastd saamme kaksi yhtaloa, joissa tuntemattomina ovat x ja d:
TRy =regR—rR+ zR,
1

Naistd voidaankin ratkaista d:

d:2<R— (RG_R)(T_RGB)>'

re —T

a) Jotta pimennys ylipddtdan voisi nakya tdydellisend, varjon
halkaisijan d on oltava positiivinen. Varjo on pisimmilladn
Maan ollessa aphelissd (rg suurimmillaan, rgqapheni = 1.521 X
108 km). Kuun apogeumetiisyys on r = 384400(1 + 0.055) km =
405 500 km. Sijoittamalla vield Auringon, Maan ja Kuun séteiden
arvot Rg = 696 000 km, Rq = 6378 km, R = 1738 km saadaan

(696000 — 1738) (405 500 — 6378) ) |
1.521 x 108 — 405 500

d=2 <1738 -
= —177km.

Varjo ei siis ulotu Maahan saakka, ja pimennys nikyy vain ren-
gasmaisena.

b) Kun Kuu on keskietdisyydelldsin, saadaan varjon halkaisijaksi
d = 16km. Téaydellinen pimennys on siis mahdollista ndhda, to-
sin vain hyvin kapealla vyohykkeella.

¢) Lyhimmilld&n Kuun varjo on Maan ollessa perihelissd (rq =
1.471 x 10%km). Jos Kuu on samalla perigeumissa (r =
363000 km), varjon halkaisija on d = 101km eli aina positiivi-
nen. Kuun ollessa pimennyksen sattuessa ldhelld perigeumia pi-
mennys ei ole koskaan rengasmainen.

7.5 a) Seuraavan sivun kuvan varjostetuista yhdenmuotoisista kol-
mioista saadaan
Ry — Ry Rg —dJ2

r
T :>d:2(R@—%(R®—R@))_

(Kuvassa Aurinkoa ja Maata sivuavat suorat on piirretty hieman
vaarin asian yksinkertaistamiseksi, mutta silld ei ole juuri mitdan
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vaikutusta tulokseen, koska kappaleiden koot ovat hyvin pienid
niiden vélisiin etdisyyksiin verrattuna.) Kun kaavaan sijoitetaan
suureiden arvot (ks. edellinen tehtavi), saadaan Maan varjon hal-
kaisijaksi Kuun etdisyydelld d = 9200 km.

I

}RO—R@
R

o) yRe—d/2
f Re d I N

b) Taydellisen kuunpimennyksen kestoaika saadaan laskemalla
matka, jonka Kuu joutuu Maan varjossa kulkemaan:

s=d—2R=9200km — 2 x 1738 km = 5700 km.

Kuun keskiméarainen kulmanopeus saadaan synodisesta kiertoa-
jasta 29.53d. (Miksi tissa on kiytettava synodista eiké sideeristé
kiertoaikaa? Mieti, kuinka varjo liikkkuu!) Varjossa vietetty aika
on siis
b= S _ 5700 km
277 /Pyyn 2m384400km/29.53 d

=0.07d = 1 h40 min.

7.6  a) Kuun ndenndinen lapimitta 27.11.1981 oli

2R 2x1738km
~ 63.75Rg  63.75 x 6378km
=8.55 x 10 rad = 0.490° = 29.4'.

(67

Vastaavasti lapimitaksi 11.12 saadaan 0.558° = 33.5’.
b) Kuun apogeumetiisyys rataelementeistd laskettuna on

re = a(l + €) = 384400 km (1 + 0.055)
= 405500 km = 63.58 Re;.
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7.7

7.8

Perigeumetaisyys on
rp = a(l—e) =363300km = 56.95Rg;.

Vaikka a)-kohdan arvot menevétkin b)-kohdassa saadun vélin ul-
kopuolelle, ei ole vield syyta juosta karkuun. Kuun rata poikkeaa
Maan, Auringon ja planeettojen yhteisvaikutuksen vuoksi puh-
taasta ellipsistd, ja sen rataelementit muuttuvat jatkuvasti. Apo-
ja perigeumetdisyydet vaihtelevat parinkin Maan séteen verran.
Esimerkiksi perigeumeissa 11.12.1981 ja 4.3.1982 etaisyys Maasta

Sana oppositio paljastaa, ettd kyseessd on ulkoplaneetta. Oppo-
sitioiden vélinen aika on juuri synodisen jakson mittainen, joten
sideerinen kiertoaika saadaan yht&losta
1 1 1
Psid PGB Psyn
B 1 1
©365.256d  398.9d

=231x10"%d .

Psig = 4331d = 11.9a.

Keplerin kolmannesta laista puolestaan seuraa, ettd radan isoak-
selin puolikas on

a=P%*3 =520AU.

Oppositiossa planeetan etdisyys on 1 AU vihemmin, joten todel-
linen ldpimitta saadaan oppositiossa havaitusta ndennéisestd kul-
maldpimitasta:

T 47.2
—ar=-———420x1.4 10" m = 144 000 km.
d=ar 130 3600 0 x 96 x 10" m 000 km

Niistd voimme paitella, ettd planeetta lienee Jupiter.

a) Synodisen jakson kuluttua kappaleiden viliset longitudierot
ovat samat kuin alkuhetkelld. TAdm& on mahdollista vain, jos kap-
paleiden liikkumat kulmat poikkeavat toisistaan 27:n monikerto-
jen verran. Voimme siis maéaritelld, ettd on olemassa synodinen

jakso P jos ja vain jos on olemassa kokonaisluvut p ja ¢ siten, ettd
noP = n1 P + p2m, )
nsP =n1 P + q27.

1° Oletetaan aluksi, ettd 3 synodinen jakso P. Edelldolevat yh-
talot voidaan kirjoittaa muotoon

(n2 —n1) P = p2m,

(ng —nq)P = ¢27.
Kaikki n;:t ovat erisuuria, joten ng — n; # 0 ja edellinen yhtilo
voidaan jakaa jalkimmaisella:

ng—n1 _ p

= — = N2g —N1q =N3p — N1p
nz —na q
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eli
n1(p — q) +n2q — nzp = 0.

Jos nyt valitaan k; = p — q, k2 = ¢ ja k3 = —p, on
ki + ko +ks =0, kiny + kono + ksnz =0,

kuten vaitettiinkin.
2° Qletetaan sitten, ettd 3 ky,ko ks € Z siten, ettd

k?l + k?g + k?g = 0, kl’l’Ll + k2n2 + k3’I’L3 =0.

Keskiliikkeiden viélille voidaan aina kirjoittaa yhtdlot (1), missé
P on jokin mielivaltainen aikavéili ja p ja ¢ reaalilukuja. Nyt on
osoitettava, etta 16ytyy P siten, ettid p ja q ovat kokonaislukuja.

Oletusten perusteella on

N = k1n1 + k2n2
2= k1 + ks
Ratkaistaan p ja g yhtaloista (1):

P

p= E(nl —ny),
P

q= 2—(n1 —ng).
™

Koska n; # ng3, saamme

b ni—n2 ny — N2

_ (k1 + ko) (n1 — no)
o k1n1 + k2n1 - k1n1 — kQ’IlQ
o kQ.

Koska k;:t ovat kokonaislukuja, p/q on rationaalinen, ja on siis
olemassa ratkaisuja, joissa p ja q ovat kokonaislukuja. Koska sy-
nodinen jakso on lyhin aikavili, jonka jalkeen keskindiset ase-
mat toistuvat samanlaisina, p ja g voidaan laskea supistamalla
(k1 + k2)/ ko yksinkertaisimpaan muotoonsa ja valitsemalla jiljel-
le jaddneen murtoluvun osoittaja ja nimittdja p:ksi ja g:ksi.

b) Nyt k1 = 1, k2 = —3 ja k3 = 2. Téstd saadaan

p_ 1-3 -2
q

=~ op=-2¢9=-3
5 =3 TP . q ;

joten
NEuropal’ = Nio P — 4,
nGanymedesP =n P — 6.
Periodi voidaan ratkaista kummasta tahansa yhtalosta:
4w 6m

P = = .
Nlo — NEuropa Nlo — NGanymedes
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7.9

7.10

Kuiden keskiliikkeet saadaan taulukoiduista kiertoajoista P, =
1.77d, Pguropa = 3.55d, Paanymedes = 7.15d. =

nio = 3.5498 radd 1,
nEuropa =1 -7699 rad d71 s
NGanymedes = 0.8788 rad d71 .

Niistd saadaan synodisen jakson pituudeksi P = 7.06d.

Huom! Edelld oleva todistus osoittaa, ettd kolmen tai useam-
man kappaleen systeemilld ei ole lainkaan synodista jaksoa, ellei-
vat kappaleet ole resonanssissa keskendin. Tosin tulos on ma-
temaattinen; fysikaalisempaa on vaatia vain, ettd tilanne toistuu
tietylld tarkkuudella. T&ll6in voidaan aina l6ytaa sellaiset (useim-
miten hyvin isot) kokonaisluvut, ettd em. ehdot toteutuvat. On
kuitenkin mieletontéd ryhtya esimerkiksi laskemaan, milloin koko
aurinkokunta palaa uudestaan jonakin hetkena vallinneeseen kon-
figuraatioon. Kéytinnossi timi ei tapahdu koskaan.

Jos planeetan sideerinen kiertoaika (vuoden pituus) on P ja sidee-
rinen pyorahdysaika T, saadaan vuorokauden pituus 7 yhtalosta

1 1 n 1
r T P’
missd —merkki vastaa pyOrimistd suoraan suuntaan ja +-merkki
retrogradista pyoOrimista.
Merkuriuksen kiertoaika Auringon ympéri on noin 88 d ja sideeri-
nen pyorahdysaika % tastd eli 58.6 d. Synodiseksi pyérahdysajak-
si saadaan
1 1 1
T 586d 88d
Vastaavasti Venuksen vuorokauden pituudeksi saadaan (' =
243.1d, p = 224.6d):

11 N 1
T 243.1d  224.6d

Venushan pyorii véirinpéin, joten piti valita ynndmerkki.

=0.0057d7! = r=175.4d.

=0.0086d7! = 7 =116.7d.

Pluto-Charon-systeemin massa saadaan suoraan Keplerin kolman-
nesta laista:

p2_ 4n2a?
- G(m1 + mg)

472(20 000 000)3
6.670 x 10—11 x (6.39 x 24 x 3600)>
=1.55 x 102 kg.

mi1 + mo =

Jos kummankin kappaleen tiheys oletetaan samaksi, massa jakau-
tuu suhteessa 1500° : 2500° ~ 1 : 4.6. Pluton massa on siis
1.3 x 10?2 kg ja Kharonin 0.3 x 10?2 kg. Kun Pluton ldpimitta on
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2500 km, tiheys on

1.3 x 1022

= —1600kgm™*
P = Tr(1250000)7 s

eli runsas puolitoista kertaa veden tiheys.

7.11
v O O O e
7.2 [ X )
) ® °® 1
) °
® ® ®
73_ ® .. ° i ) Amz016
: e o ° ° o J
) )
7.4+
jakso =4 h
T [UT]
T T T T T T T
21 22 23 0 1 2 3

Vaihtelut johtuvat epdsdannollisen kappaleen py6rimisestd. Sdan-
néllinen ellipsoidi tuottaisi kdyrdn, jossa on kaksi samanlaista
maksimia ja kaksi yhtd syvida minimid. Erilaiset minimit voivat
johtua pinnan albedon vaihteluista.

7.12 a) Ympyréradalla nopeus on
2ma
V= —.
P
Kun tdhan sijoitetaan Keplerin kolmas laki, saadaan

GM
V=4 —,
a

misséd on oletettu, ettd planeettojen massat ovat hyvin pienid Au-

ringon massaan verrattuna.
dr \
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7.13

Takenevan liikkeen kulmanopeus on

_dA

=

Ajassa dt sisempi planeetta litkkuu matkan d¢\/GM /a; ja ulompi
matkan dt\/m . Kun dt on pieni, ulomman planeetan take-
nevan liikkeen méira on likimain

GM GM

w

d\ =

az — ay

dA

1
a = VM Fama e

b) Kéytetddn Pluton etiisyytend sen radan isoakselin puolikasta
az = 39.75 AU. Koska tilannetta tarkkaillaan Maasta késin, on
a1 = 1 AU. Té&ssdpa onkin sopivaa valita yksikdiksi AU, Mg ja
d, jolloin gravitaatiovakion arvo on v = 0.0002959. (Kts. tehta-
vd 1.10. Tatd Gaussin gravitaatiovakiota merkitdén yleensd v:lla
eikd G:11a.) Saamme

dA 1 rad

— =4/0.0002959 x 1 =

dt V1% 39.75(v/1 +/39.75) d
=3.74%x 10 *radd ' = 0.021°d ' = 1.3'd" .

Kuudessa vuorokaudessa Pluto liikkuu siis noin 0.128°. Kun va-
lokuvauslevylld yksi aste vastaa kolmea senttid, Pluton liike on
noin 4 mm.

Tyypillisen asteroidin etdisyys Auringosta on 2.8 AU. Asteroidin
takenevan liikkeen suuruus opposition 1dhistolld on siten

i—;\ =38x10"%radd™! =0.22°d7 1,

siis likimain kymmenkertainen Pluton liikkeeseen verrattuna.
Kuudessa vuorokaudessa asteroidi olisi liikkunut samaisella levyl-
1& nelisen senttia.

as

Kuvan merkinndin valon matkallaan planeetasta Maahan vietta-
mé aika on
_ |a2 - a1|

t
c
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7.14

Téana aikana planeetta ehtii liikkua matkan

|as — a4
§ = vt = vg—
eli Maasta nahtyna kulman
S V2
a=——=—.
las —ai] ¢

Ratanopeus ympyraradalla on

o= 2ra _ 2ma |G Mg
P 4r2a N a
GMg
Sijoittamalla tdmé& kulman lausekkeeseen saadaan

1 /GM
a = — ®.
C a9

Kaavasta nihdian, ettd muutos on suurin, kun as on pienin. Muu-
tos on siis suurin Merkuriukselle
1 \/6.67 x 10711 x 1.989 x 1030
3 x 108 0.387 x 1.496 x 101
=1.6 x 10 *rad = 33".

QMerkurius =

Tam& tehtdvd on identtinen vanhan kansanpdhkinidn kanssa:
kuinka suuren osan pydreédsté kaalimaasta pukki pystyy syomééan,
jos se on lieassa kaalimaan reunalla, ja kaalimaan halkaisija ja lie-
kanarun pituus tunnetaan?

A
R xR
o -
(0]
B

Kuun peittdmé osa pinta-alasta saadaan vdhentiamalld sektorin
OAB pinta-alasta keskuskolmion OAB pinta-ala ja kertomalla
tama kahdella:

A= 2(% x 2aR* — %(1 —z)R x 2¢/R? — ((1 - w)R)2>

= 2R’ (arccos(1 — z) — (1 — x)V/2z — 2?).

Auringon pinta-alasta on siis peittynyt osa

p A _ %(arccos(l —z)—(1- x)\/m)

T IR?
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7.15

7.16

Pimennyksessd 2.07.1982 oli Helsingissd Auringon halkaisijasta
peittyneend osa x = 0.39. Pinta-alasta oli silloin Kuun peitta-
ménd osa p = 0.27. Soveltamalla magnitudikaavaa muodossa

m —mo = —2.51g(1 — p)
saadaan Auringon magnitudiksi pimennyshetkelld

m = —26.7—2.51g(1 — 0.27) = —26.4.

Kaavasta (7.30) saadaan geometriselle albedolle lauseke

rA\ 2
— [ = 1 —0.4(mo—mg)
P <aR> 0 ;

missd r on kappaleen etdisyys Auringosta, A etidisyys Maasta, a
astronominen yksikko, R kappaleen sdde, mg sen ndennainen mag-
nitudi vaihekulmalla o = 0° ja mg Auringon ndenniinen magni-
tudi Maasta ndhtyni. Koska Kuu on varsin 1dhelld Maata, voim-
me approksimoida r &~ a. Kun lisiksi huomataan, etta

R 6

A2
missd 6 on kulmaldpimitta (radiaaneissal), saadaankin geometri-
seksi albedoksi

1070.4(m07m@) 1070.4(712.57(726.7))

_ - ~0.11.
P (L6)? (£0.57/180)2

Bondin albedo A saadaan, jos vaiheintegraali ¢ tunnetaan:
A=1pq.

Vaiheintegraali ¢ on
q= 2/ ®(a) sinada,
0

missd ®(«) on vaihefunktio. Jos sironta tapahtuu isotrooppisesti
kaikkiin suuntiin, on ®(«) = 1, joten

w/2
q:2/ sinada = 2.
0
(Huom: integraalin yldraja on nyt 7/2, koska pinta on varjossa,
kun a € [r/2,7).) Niinpa
A=011x2=0.2.

Todellisuudessa Kuu heijastaa voimakkaasti taaksepéin, joten A
on edelld saatua pienempi.

Merkuriuksen suurin ja pienin etdisyys Auringosta on

Tmax = a(l +e),

Tmin = a(1 — e€).
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7.17

Koska vuontiheys on kddntden verrannollinen etdisyyden neliéon,
Auringon nienniisen magnitudin muutos on suurimmillaan

Fax
—2.5]g =2

min

— _9.5]g( [min C_ T
T T8 Pmax ) & 1+e)’

Kun e = 0.206, saadaan magnitudivaihteluksi

1 —0.206
Mmax — Mmin = —51g m =0.91.

Mmax — Mmin =

Auringon pintakirkkaus ei muutu mihink&én katseltiinpa sitd Mer-
kuriuksesta tai Taka-Hikidltd. Asiaa on selvitelty oppikirjan lu-
vussa 4.1.

Nopeudella 30 kms~! liikkuva asteroidi kulkee piiviissi matkan
30kms ™! x 86400s = 2592000 km = 1.73 x 10" 2 AU

ja viikossa 0.121 AU. Kun asteroidi tulee piin vaihekulmalla
a = 0°, on vaihefunktio ®(«) = 1, joten siité ei tarvitse huoleh-
tia. (Tosin se ei muuttaisi lopputulosta milldén tavoin.) Laske-
taan ensin suure V(1,0) (oppikirjan kaava (7.32)). Nyt Auringon
ndenndinen visuaalinen magnitudi on mg = —26.8, geometrinen
albedo p = 0.1, kappaleen side R = 0.05km = 3.34 x 10710 AU,
ja a = 1AU, joten

R2
V(1,0) = mg —2.51gp == 23.

Magnitudi saadaan sitten kaavasta (7.33):

rA
missé r on etdisyys Auringosta ja A etdisyys maapallosta. Paivia
ennen torméystd A = 0.0173 AU jar = 1.017 AU (vaihekulmahan
oli 0°), joten magnitudiksi saadaan

=204 51 KOO0

Vastaavasti viikkoa ennen térméaystd on magnitudi m; = 18.7.
Tammoisen otuksen havaitseminen edes pdivad ennen on melko
lailla mahdotonta. T&ytyy siis vain tyynend odottaa, milloin ry-
sahtad. (Ja niitdhan rysdhtas, ehkd kerran pari vuosimiljoonas-
sa, siis samaan tahtiin kuin keskimééariiselle lottoajalle tulee paa-
voitto.)

Yritetddn arvioida alaraja térméyksessd vapautuvalle energialle.
Tiheys on veden tiheyttd suurempi ja luultavasti samaa luok-
kaa kuin Marsin tai Jupiterin pienilld kuilla. Arvioidaan, ettd
p=2gem— = 2000kgm~3. Vaikka niiin pieni kappale ei olekaan
pallomainen, saamme kuitenkin kohtuullisen arvion sen koolle ku-
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7.18

7.19

vittelemalla sen pallomaiseksi. Asteroidin massa olisi silloin

4 4
M = §7rR3p = §7r503 x 2000 kg ~ 1000 000 kg.

1

Torméysnopeus on ainakin 30 kms™", joten kineettinen energia on

1 1
E = ZMv* = 3 x 1000000 x (30000)* J

~4.7x 107 J.

Koska yksi trotyylitonni vastaa 4.184 x 10° J, asteroidin térméys
vastaa ainakin runsaan 110 megatonnin pommia.
Paine korkeudella h on

r _ efh/H,

Po

missd pg on paine planeetan pinnalla ja H on skaalakorkeus

rg
missd k on Boltzmannin vakio k = 1.38 x 10722 JK !, T on lim-
potila, p molekyylipaino ja g gravitaatiokiihtyvyys. Maapallol-
le T ~ 300K, g ~ 9.81ms™! ja umo = (2 x 1 + 16)amu =
2.988 x 10 26kg. Niistd tiedoista saadaan skaalakorkeudeksi
H = 14km.

PIpo
1.0

0.5+

korkeus [km]

| | |
10 20 30

Vesihoyryn osapaine on pudonnut puoleen korkeudella

h=—HIn(0.5) = 9.7km.

Lampdtila saadaan kaavasta (7.41):

1 ANYA /RN /2
() ()

Sijoitetaan tihin A = 0.05, To = 5800K ja R = 6.96 x 108 m,
jolloin saadaan

1.27 x 108 Km?
T2
T
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Lampotilat eri etdisyyksilla ovat

8
T(10AU) = 20" g ok,
V1496 x 1012

T(1AU) = 328K,
T(0.5AU) = 464 K.

7.20 Kuvassa Aurinko nikyy (tai siis ei ndy) kulmassa « horisontin ala-
puolella. Havaitsijan kannalta korkeimmalla olevat yopilvet naky-
vat kulmassa 7 horisontin ylapuolella. Olkoon néiden pilvien kor-
keus maanpinnasta > h.

Q SIS

Merkitaan

o R

 R+h’
jolloin
R
COS(O{ — ¢) = R——|—h =,
sinf90° ~m+¢)] _ R _
sin(90°+7)  R+h

=

cos(a @) =

Nyt kirjoitetaan oo +n = a — ¢ +n + ¢, jolloin
cos(a +n) = cos(a — @) cos(n + ¢) — sin(a — @) sin(n + ¢)
=22 cosn — V1 —22y/1— 22 cos? g

Tésté ratkaistaan = 1/(1 + h/R), josta edelleen saadaan h/R:

h /14 cos?n —2cosncos(a +n) — sin(a + 1)
R sin(a + n) ’
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Johdetaan talle viela vahan yksinkertaisempi likim&aarainen lau-

seke. Koska
(1 N ﬁ)z _ 1+c08217—‘2(:os17cos(a+17)
R sin®(a + 1)
ja h € R, on
<1+%)2 w1+2%,
joten

h 1 /(cosn— cos(a+n) 2
R~ 2 sin(a + n)
1 ,(2 ?
z—of( 17+a) , [@] = rad.
8 n+a

Jos esimerkiksi Aurinko on 10° horisontin alapuolella ja pilvi néi-
kyy 10° korkeudella, on h/R = 0.0087, josta saadaan korkeudeksi
h = 55km. Todellisuudessa néiden pilvien korkeudet ovat jopa
75 — 90 km.
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8 Tahtien spektrit

8.1

Oikea tapa mitata vilimatkoja on asettaa mittanauha satunnai-
seen kohtaan spektrin padlle ja lukea erikseen kummankin viivan
paikka. Kun mittauksia tehdiin useampia ja lasketaan niiden
keskiarvo, saadaan yksittdistd mittausta luotettavampi arvo. Té&-
mén ratkaisun kirjoittaja mittasi kunkin viivaparin vélin kolmeen
kertaan.

a) Viivojen H, ja H¢ aallonpituusvéli on 434.0nm — 388.9nm =
45.1nm. Mittaustulokset olivat:

1: 1104 mm — 38.9mm = 71.5mm,
2: 209.0mm — 137.5mm = 71.5 mm,
3: 277.8mm — 206.3mm = 71.5 mm.

Viivojen vélimatka lienee siis noin 71.5mm, joten dispersio on
D; = 45.1nm/71.5mm = 0.631 nmmm~!.

- ja e-viivojen etdisyydeksi saatiin eri mittauskerroilla 58.5 mm,
58.7mm ja 58.5mm ja keskiarvoksi 58.57mm. Dispersio on
Dy = 37.0nm/58.57mm = 0.632nmmm™".

Kolmas viivapari (Hs ja H) antoi vélimatkoiksi 33.7 mm, 33.9 mm
ja 33.7mm. Naiden keskiarvo on 33.77mm ja dispersio D3 =
21.3nm/33.77mm = 0.631 nmmm™ .

Keskiméariinen dispersio on

1
D = §(D1 + Dy + D3) = 0.631 nmmm !,

(Kuvan mittakaava on saattanut hieman muuttua painatuksen
eri vaiheissa, joten dla ihmettele, vaikka saisit hieman erilaisen
arvon).

Dispersio voidaan ilmoittaa my&s muodossa, joka kertoo, miten
moninkertaisiksi aallonpituudet ovat kuvassa venyneet. Nain il-
moitettu dispersio olisi 1 mm/0.61nm = 1mm/6.1 x 10~ " mm =
1640 000.

b) Ensimmaisen viivan aallonpituus on 6.9nm pienempi kuin
H¢:n, joten sen pitdisi ndkyad matkan

A — Q . 6.9nm
= D 0.63lnmmm-!

padssd H¢:n vasemmalla puolella. Taltd kohtaa spektristd todel-
lakin 1oytyy viiva.

Toisen viivan pitdisi olla 8.9 mm oikealla H.:sta. Tamaikin viiva
ndkyy spektrissd selvésti.

K-viivan paikka olisi 5.7mm vasemmalle H.:sta eli suunnilleen
H¢:m ja Hen puolivélissa. Talla vililla ei kuitenkaan ndy yhtddn
viivaa.

= 10.9mm
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8.2

c¢) Spektrissi nikyy heliumin viivoja, mutta ei kalsiumin K-viivaa,
joten spektriluokka on O tai B. Voimakkaat vedyn viivat osoitta-
vat, ettd luokka on B, todennikdisesti noin B5.

a) Ensimmaiseksi on laskettava, miten paljon kuvaa on suuren-
nettu. Mitataan joukko ylireunan viivojen vileji edella kuvatul-
la menetelmélld (tarkkuuden parantamiseksi kannattaa kiyttdd
melko kaukana toisistaan olevia viivoja), jolloin kahden vierekkéi-
sen viivan keskimaaraiseksi etdisyydeksi saadaan noin 13.29 mm.
Todellisuudessa viivojen vali on yksi millimetri, joten kuvan mit-
takaava on 1:13.29.

Sitten mitataan samalla tavoin spektriviivojen vilimatkoja ja tois-
tetaan mittaus muutamia kertoja. Niistd voidaan sitten laskea va-
kion A arvot. Seuraavan taulukon vilimatkat ovat kolmen mit-
tauksen keskiarvoja. Téssé d on kuvasta mitattu arvo, d' valimat-
ka alkuperdiselld levylld ja f = (1/03 — 1/)3).

d[mm] d'[mm)] f[nm?] A[mm nm?]
Hs; - H, 33.76 2.540 8.528 x 1077  2.98 x 10°
H, - H, 57.32 4.313 1.489 x 10~ 2.90 x 10°
Hz — H, 37.77 2.842 1.075 x 1076 2.64 x 108
Hy—H;  61.33  4.615 1.711x10°° 270 x 10°

Niiden keskiarvona saamme, etti A on noin 2.8 x 10 mm nm?.

Jos annetaan esimerkiksi Ao:n kasvaa ddrettoméaksi, ndhdaan, et-
té viivan paikka voidaan ilmoittaa muodossa d = A/\?. Dispersio
on aallonpituuden derivaatta d:n suhteen:

po |1 /A _1X
“laa|T2VeE T2 A

Esimerkiksi Balmerin epidjatkuvuuden kohdalla saisimme tdstd
dispersioksi 8.7nmmm ™! eli 115000. Hg-viivan kohdalla disper-
sio on 20.5nmmm™"! eli 49000.

b) Kuvassa olevan kopion perusteella spektriluokkaa ei voi kovin
tarkasti maaratd. Ylempad spektris hallitsee vedyn Balmerin sar-
ja, mutta siind nakyy heikosti myds joitakin metallien viivoja, ku-
ten alemmassakin. Spektriluokka on noin A. Ylemméssa spektris-
sd kalsiumin K-viiva on erittain heikko, mutta alemmassa suunnil-
leen yhtd voimakas kuin vedyn viivat, joten alempi tidhti on ylem-
péd viileAmpi; sen spektriluokka on noin F.



9 Kaksoistahdet ja tdhtien massat 123

9 Kaksoistahdet ja tahtien massat

9.1 Keplerin kolmannesta laista saadaan kiertoaika:

3
P2: a = 1 :13,2,
mi + mo 1+1 2

josta P = 1/\/5 vuotta. Tédhtien nopeus toistensa suhteen on
2 2 1
p= T8 _2TX AUa™ ! =27v2AUa !
Po1/V2

_ 2mv/2 % 1.496 x 10! m

=421 -1
3156 x 107 s 00ms
Aallonpituuksien suurin erotus on
421
Ar=Zag = & x 434.05 nm = 0.061 nm.
c 3 x108ms

9.2 Tahtien etaisyys meistd on
1 1
r= — = 01" = 10pc.

Tahtien valimatka on suurimmillaan

a>10pc x 5" = 50 AU.

Téasséd pitee yhtdsuuruus, jos rata on kohtisuorassa nidkésiadetta
vastaan. Massojen summa saadaan Keplerin kolmannesta laista

a® 503

R

My = 50 M,

9.3 Ja taaskin kdytdmme Keplerin kolmoslakia:

a= Y/ (my +my)P? = /4 %502 ~ 22AU.

94 a)

Massakeskipisteen maaritelmisti saadaan m(a—a') = Ma' ja siis
m = Ma'/(a — a') ja Keplerin kolmannesta laista

) a? al a(a —a)

a M a M ’
m 4+ M< a',+1> a
a—a
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josta
MP? = a*(a —a').

b) Sijoitetaan saatuun yhtdléén P = 25a, r = 1.83pc, jolloin
a’ = 0.026" x 1.83pc = 0.047AU ja M = 0.135Mg. Saamme
yhtalon

0.135 x 252 = a® — a? x 0.047.

Tama voidaan ratkaista iteroimalla kirjoittamalla yhtalé muotoon

a = v/0.047a2 + 84.375.

Ratkaisuksi saadaan a = 4.4 AU. Planeetan massa on
Ma' _ 0135 x 0.047
a—a  4.4-—0.047

eli noin puolitoista Jupiteria.

m =

Mg = 0.0015 Mg,
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10 Tahtien rakenne

10.1

10.2

a) Protonin massa on m, = 1.6725 x 10~ 2" kg ja heliumytimen
mye = 6.6441 x 10727 kg, joten massakato on

Am = 4m, — mpe = 4.6 x 107 kg.
Tami vastaa energiaa
E=Amc® =46 x 107 kg x (3.0 x 103 ms™")?
=4.1x 10712
b) Hiiliatomin 2C massa on 1.992 x 10~2 kg ja heliumatomin

‘He 6.6459 x 1072"kg. Koska kolmessa heliumatomissa on yhti
monta elektronia (6) kuin yhdessé hiiliatomissa, on massakato

Am = 3my — MC—ioni = 3MHe — MC
=18 x 10" kg,

mik# vastaa energiaa 1.6 x 10712 ],

c) Piiatomin #§Si massa on mg; = 4.645 x 1072% kg ja rauta-ato-
min 38Fe mpe = 9.288 x 10726 kg. Koska kahdessa piiatomissa on
kaksi elektronia enemmaén kuin rauta-atomissa, saadaan taysin io-
nisoituneiden ydinten yhtyessd massakadoksi

Am = 2mgi—ioni — MFe—ioni = 2Msi — MFe — 2Me
=1.8 x 107 kg.
Syntyvi energia on 1.6 x 107'2J. (Kohdissa b) ja c) on jitet-

ty elektronien sidosenergioista johtuvat vah&iset massaerot huo-
miotta.)

a) pp-ketjussa tapahtuu seuraavat reaktiot:
2('H+'H) = 2(*D + et +v)
2('D +'H) — 2(*He + )
*He +°He — *He + 2'H
Kaiken kaikkiaan siis tapahtuu prosessi
4p = a+2eT + 2 + 2.

Téassd kolme viimeistd termid edustavat energiaa, joka muodos-
sa tal toisessa poistuu Auringosta. FEdellisen tehtdvin perus-
teella massahévio neljin protonin muuttuessa a-hiukkaseksi on
4.6 x 10729 kg, ja tissé puuhassa vapautuva energia 4.1 x 10712 J.
Reaktioiden madra sekunnissa on

Lo 3.9 x 1026 W

= = ~ 9. 103771,
P Am T dix10-12 SO x107Ts

Np
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10.3

10.4

b) Neutriinoja syntyy nopeudella N, = 2N,,, = 1.9 x 10°® kappa-
letta sekunnissa. Neutriinovuon tiheys maapallon etiisyydella on

N,
S, = —% ~7x10"m s
Y 42
Neliomillimetrin alueella osuu sekunnissa noin 700 miljoonaa
neutriinoa. Kaiken kaikkiaan maapalloon osuu noin 9 x 1028 neut-

riinoa sekunnissa.
Keskiméirdinen vapaa matka on
1 1
a  Kp
missd « on opasiteetti, k massa-absorptiokerroin ja p tiheys. Au-
ringon keskustan tiheys on 1.6 x 10° kgm~3, joten
I 1
102! m2kg ' x 1.6 x 105 kgm—3
~ 5 x 10" m ~ 42000 AU.

Neutriinolla ei siis ole juuri toiveita joutua absorboiduksi ennen
joutumistaan kolkkoon avaruuteen.

Lasketaan aluksi massajakautuma massajatkuvuusyhtalosta:
dM(r)

5 = 4712 p(r)

Tamai on helppo integroida:

_ dmpo <r5 Rr*  R*r?

_ 4mpo

7 (r* — 2Rr® + R*r?)

5 2+3

M(T) = R2 ) —+ Mo.

Koska keskipisteessd taytyy olla M (0) = 0, on integroimisvakio
My = 0. Kaikki massa on séteen R sisapuolella, M(R) = M, jo-
ten voimme my0s laskea vakion pg:

d7py (R® R RP 27 po R?
M = _— — _— =
() R2 <5 2 + 3 15
josta
_15M
PO = 5 R3

Nyt voimme laskea painejakautuman hydrostaattisen tasapainon
yhtalosta:

dP(r) _ GM(r)p(r)
dr r2 '
Sijoittamalla tdhin massan ja tiheyden lausekkeet ja siistimalld
mitd siistittdvissd on saamme
4rGp3 y
R:
s 94,23 03 T35 1.4
-’ — —R —R*r° — =R -R dr.
<5r 10r+15r 6r+3rr

dP = —
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Tamainkin integrointi on lasten leikkia:

4G}
i
7

1, .
— —R%3 + —RY%? P,.
SRR ) + R

1 9 23
P — _6__R5 _RZ4
() <30T 50 Teo "

Integroimisvakio saadaan reunaehdosta P(R) = 0:

ArG [ 15M
Hm:—%{%ﬁ>x
(%—%+g—%+aﬁ+%
__maw
josta
13 GM?
%:§im‘

Todellisuudessa tiheysjakautumaa ei tietenkéén tiedeté etukiteen,
vaan se on ratkaistava samanaikaisesti tdhden muiden ominai-
suuksien kanssa. Mita tastd sitten opimme? No emme juuri mi-
tdan, mutta tulipahan harjoiteltua polynomien integrointia.
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11

11.1

11.2

11.3

Tahtien kehitys

Vetymolekyylin massa on
my, =2 % 1.67 x 1077 kg.
Niitd on kuutiometrissi 3 x 10° kappaletta, joten tiheys on
p=3x10"m™3 x 2 x 1.67 x 102" kg
=1.00 x 107 T kgm™3.
Vapaan kutistumisen aikaskaala on

(R/2?  [=21 1

tg=m

GM 5%71/)
3 1
= 3—ZG—p:2.10x1013s:6.7x105a.

Tassd ajassa siis kaikki pilvet olisivat kutistuneet kasaan. Massaa
muuttuu tahdiksi nopeudella
0.1 x 100 x 5 x 10*Mgy 5 x 10° Mg

= — 0.75Msa" "
te 6.7 x10°a ©a

Terminen aikaskaala on likimain (kaava (11.3))

(M/Mg)* 7
N —————— x2x10"a
"7 (R/Ro)(L/Lo)

2
=5 gg X 2% 107 a &~ 400 000 a.
Ydinaikaskaala puolestaan on

M/ M 2

ty m= ﬁ x 1010a = 5 X 10"%a ~ 3 x 10%a.

Olkoon tdhden vetyvarasto M, piisarjavaiheen kesto Ty ja lumi-
nositeetti Lo, seki jattildisvaiheen kesto 7'. Jattildisvaiheen aika-
na luminositeetiksi oletettiin L = 100Ly. Tahti ei polta kaikkea
vetydan, vaan vain osan z & 0.007. Nailla evailla saamme
LoTy = 0.1z M 2,
LT = 0.9zMc,

josta

9LyTo
T L
Jattilaisvaihe kestdd siis vain noin 900 miljoonaa vuotta.

T =0.097p =9 x 10% a.
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12 Aurinko

12.1

12.2

12.3

—
S
—

AR

—
—

Olkoon vuontiheys Auringon pinnalla F' ja maapallon etiisyydel-
1a S. Aurinko nakyy 32’ kulmassa, joten

il = 16" = 4.65 x 102 rad.
,

Koska energia siilyy, on 4rR?*F = 4mr?S, joten
2
r S
F = — S = —
<R> (R/r)?
~ 1390 Wm 2
~0.004653

Niinpé 1000 megawattia saadaan 1000/64 = 16 neliémetrin alalta.

=6.42%x10°Wm 2 ~ 64 MW m 2.

Maapallon pinta-ala on
47 R2 = 4m(6.37 x 10%) m? = 5.10 x 10" m?,
jolle mahtuu

5.10 x 104
50000
ydinvoimala-aluetta. Nimi tuottavat tehoa yhteensi 2.9 x 10'°

wattia. Koska Auringon luminositeetti on 3.9 x 1026 W, tarvittai-
siin tdyteen rakennettuja maapalloja liki 14 miljoonaa kappaletta.

=1.02 x 10'°

Olkoon Auringon luminositeetti ammoisina aikoina L, side R ja
efektiivinen lampotila T'. Vastaavat suureet talld hetkelld olkoot
Lo, Re ja Te. Koska luminositeetti on L = 470 R*T*, lumino-
siteettien suhde on

L  4r0RT* , {5000\ "
= =TT (1.02)2 == ) =0.58.
Lo  4moR3TE (1.02) <57s5>

Aurinkovakio on suoraan verrannollinen Auringon luminositeet-
tiin, joten se olisi ollut

S =058 x 1390 Wm~2 =807 Wm™2.
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12.4

12.5

Pilkkuluku on
Z =C(S +10G),

missd S on yksittdisten pilkkujen ja G pilkkuryhmien lukumé&a-
rd. Kerroin C on havaitsijasta riippuva vakio, joka téssé oletettiin
ykkoseksi. Kuvassa niakynee suunnilleen 14 pilkkua ja 4 pilkku-
ryhméa, joten pilkkuluvuksi saadaan noin Z = 54.

Lasketaanpa aluksi, mika olisi tdmmdisen planeetan radan séde.
Kiertoajan on oltava suunnilleen Auringon pyo6rdhdysaika, noin
25 vuorokautta eli 0.07 vuotta:

a=P?3=0.17AU = 36R,.

Tami on hieman alle puolet Merkuriuksen radan séteesti, joten
tallaisia planeettoja olisi hyvin vaikea havaita muulloin kuin nii-
den kulkiessa Auringon editse. Riittdvan tarkoilla havainnoilla
voitaisiin havaita niiden liikkuvan Auringon editse pitkin ratoja,
joiden taso kulkee Auringon keskipisteen kautta. Pilkkujen liike
puolestaan on Auringon ekvaattorin suuntaista.
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13

13.1

13.2

13.3

Muuttuvat tahdet

Kefeidien absoluuttisen magnitudin ja periodin vélilld on voimas-
sa periodi-luminositeetti-relaatio:

P
My = 1.6 - 2.61g .

Téastd saadaan § Cephein absoluuttiseksi magnitudiksi My =
—3.50. Né&enniinen magnitudi on keskimiarin 4.15, joten etai-
syys on r =~ 340pc.

Etdisyyden suhteellisella virheelld tarkoitetaan suuretta Ar/r.
Jos erotukset Ar ja AM eivit ole kovin suuria, voimme arvioida
niita differentiaaleilla dr ja dM.

r = 10pc x 10%-2(m=M)
d

= = = 10pc x 100" (=0.2)In 10

= dr = 10pe x 10%2m=M)(_0.2)(In 10) dM
d

= < = -0.2(In10) dM = —0.46 d]M.
r

Jos dM = 0.3, on dr/r = 0.14.
Téahden luminositeetti maksimissa ja minimissé on

Loy = 47R2 . _oT?

max max’

Ly = 47R2%. oT?

min min*

Koska kysymyksessd on sama tidhti, ndenniisen ja absoluuttisen
magnitudin muutos on sama, joten

Lmin 47TR2 . O'T4-
A = _251 == _251 min min
" & Lax & 47TR1%(1&X0’T1;11ax

Rmin Tmin
=-51 — 101 .
g R g

max RHI&X

Jos magnitudin vaihtelu johtuu pelkastdan lampdtilan muutok-
sesta, on

T .
1=Am=-10lg ——
m= e
josta
T .
min — 1 —0.1 — . 4
T 0 0.79

= Thin = 4500K x 0.794 ~ 3570 K.
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Jos taas vaihtelu johtuu sdteen muutoksesta, on
Rmin Rmin
1=-51 = = 0.63.
g Rmax max
13.4 a) Tehtdvén 5.7 mukaan ndkyvin valon osuus on

15

4

(F(b) = f(a)),

missa

_ he b he
TOMETT T XkT

Kun T = 2000K, on a = 17.985 ja b = 7.993, f(a) = 0.000107 ja
f(b) = 0.2554. Koko siteilystd tulee ndkyvani valona osa 0.039
(3.9%).

b) Jos visuaaliluminositeetti kasvaa s-kertaiseksi ja tdméa johtuu
pelkistdan lampotilan muutoksesta T — T, on

k4T he he
Lv="a (f <)\2kT'> -7 <)\1kT’>>

2k4T4 he he
= TR (f <,\2kT> _f<)\1kT>>'

Téasta saadaan yhtdlo T":le:

T\* 1 he he
<T> = s (f (AM’) -/ (AkT))
missa

t=1 <)\hl:T> -7 <>\hl:T>
2 1

on pelkastaan alkuperiisesta lampotilasta riippuva vakio. Jos tah-
ti kirkastuu 6 magnitudia, taytyy sen luminositeetin kasvaa noin
250-kertaiseksi, ts. s = 250. Edelleen t = 0.2554 — 0.000107 =
0.2553, joten 1/ts = 0.0157. Voimme yrittdd ratkaista T":n esi-
merkiksi iteroimalla. Arvataan jokin lahtoarvo, vaikkapa T' =
4000 K, lasketaan sen avulla yhtdlén oikea puoli ja ratkaistaan
uusi arvo T":lle. Néin laskien konvergoivat lampétilan arvot koh-
ti 4370 Kelvinia. Wienin siirtymalaista ndemme, ettd tallaises-
sa lampdotilassa siteilymaksimin aallonpituus on noin 600 nm eli
juuri visuaalialueessa. Kéyttdmamme approksimaatio ei siis pa-
de, eikd saatua tulosta voi ottaa kovin vakavasti. Tarkkaa arvoa
varten on laskettava visuaaliluminositeetti integroimalla Planckin
funktio visuaalialueen yli kdyttamaélla eri lampdtiloja. Naista voi-
daan sitten valita ldhinné haluttua luminositeettia oleva. Pelkis-
tddn taskulaskimella aseistautuneena tdhén puuhaan ei juuri hu-
vita ryhtya.

Tietokoneen avulla laskut sujuvat tietenkin tuossa tuokiossa. Teh-

f(z)=e"*(z° + 32> + 62+ 6), a
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13.5

13.6

13.7

tdvana on siis ratkaista T’ yhtalosta

A2 20 dA M2kt dX
N N5 ehe AT 1 T 5 \ A5 ehe/ART 1

missd nyt Ay = 400nm, Ay = 700nm, s = 250 ja T' = 2000K.
Ratkaisuksi saadaan 7' = 3690 K.

Ratkaisimmepa yhtalon tasmaéllisesti tai emme, ndemme kuiten-
kin, ettd ndin suurta kirkkaudenvaihtelua varten tarvittaisiin huo-
mattavan suuria ldmpotilan vaihteluita, joten ne tuskin yksindan
riittavat ilmidn selitykseksi.

a) Laajenemisnopeus on p = 0.21”a=! = 3.226 x 10714 rads™!.
Nopeus on v = pur = 1300kms™", joten etiiisyys on

1300 x 10> ms~! Lo
"= 3296 x 10-14s—1 4.03 x 107" m =~ 1300 pc.

b) Sdde on 3' ja kasvaa 0.21" vuodessa, joten sumu on aloit-
tanut laajenemisensa 3'/0.21" = 857 vuotta sitten eli vuonna
1983 — 857 = 1126. Koska p:mn tarkkuus on luokkaa 10 %, aika-
arvion virhe on luokkaa 100 vuotta. Voimme siis paatella rajah-
dyksen tapahtuneen noin 1000-1200. Todellisuudessa tdma super-
nova havaittiin Kiinassa 4.7.1054. Tiedetdin sen ndkyneen péi-
vallakin.

c)

m=M+5lg (%pc) = 18+ 51g130 = —7.4.

a) 200 vuodessa leimahtaa 200/40 + 1 = 6 supernovaa, joten kes-
kim&&ridinen aikavili on T' = 200/6 = 33 vuotta.

b) Edellisestd supernovaridjihdyksestd on kulunut aikaa ¢ =
1986 — 1604 = 382 vuotta. Keskimaardinen véliaika on T' = 33.3
vuotta. Todennédkoisyys, ettd 382 vuoden aikana ei ole rdjahtanyt
yhtdin supernovaa on

P(.Xt — 0) — eft/T — 67382/33.3 =1.04 x 1075‘

Todennékéisyys, ettd tillaisen aikavalin kuluessa rajahtad aina-
kin yksi supernova on

P(X; >1)=1- P(X; = 0) = 0.9999896.

Neutriinon energia standardinmukaisissa yksik6issd on
E,=42x10°x 1.6 x107"J =6.7 x 1073 J.

Energiamaara neliometrid kohti on siten
E=13x10"m? x 6.7 x 107 J = 87J/ m?

Suuren Magellanin pilven etéisyys r on noin 50 kpc, joten sen sé-
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teileméan energian maara on
L = 47r’E
= 47(50000 x 3.1 x 10**m)? x 87J/m?
=2.6x 10" J.
Tamai vastaa suunnilleen sellaista energiaa, jonka Aurinko séteilisi

200 miljardissa vuodessa, mikéli se pystyisi loistamaan niin kauan
nykyiselld kirkkaudellaan.

S
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14

14.1

14.2

14.3

Kompaktit tahdet

a)
v—wr—2ﬂ— 27 x 10 m
7 P 0.0016s
b) Keskeiskiihtyvyys on a = v?/r ja gravitaatiokiihtyvyys g =
GM/r?, joten
a_ r? _ 10* x (3.93 x 107)?
g GM  6.67x 10711 x 2 x 1030

=3.93x 10"ms (= 0.13¢!)

=0.12.

2
L=1w=-
Y5

Sateen vaihtelut saadaan impulssimomentin sdilymisesta.
Tapa 1: Periodi kasvaa P; = 0.0330s — P> = 0.0333s ja side
muuttuu Ry — Ry:

AdrMR?  4rMR3 P
5P, 5Py 2=\ -
Muutos on siis 45 m.
Tapa 2: Ollaan hienoja ja kiytetddn differentiaaleja:
_ 8rMRdR B 47 M R?*dP B
5P 5P2

2
MR2F7T =23 x10"kgm?s™ .

L

dL 0

P 10km 0.
A~ _BdP _10km 0.0003s _

4
2 P 5 00335 _ bom

a) Ja taas tarvitaan Keplerin kolmatta lakia, josta saadaan

47?3 47?(4.06 x 10°)3
= = = 6.6516 x 10" m®s~2.
P2 0.1993 XA mes

Panemme tdmén luvun muistiin, koska tarvitsemme sitd jatkossa.
Massa on likimain

6.6516 x 10*°
66.7 x 10—11

Vetovoiman kiihtyvyys on

GM

—3 =049 x 10°ms™! (=4 x 107g).

GM

kg ~ 103%kg ~ 0.5 M.

b) Vaikka gravitaatiokiihtyvyys onkin aikamoinen, se ei viela si-
ninsa aiheuta ongelmia, mikéli se vain kohdistuu samanlaisena
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14.4

14.5

alukseen ja matkustajiin. Oltaessa ldhelld kompaktia kohdetta
vetovoima muuttuu hyvin nopeasti siirryttaessi paikasta toiseen.
Tami vetovoiman muuttuminen havaitaan vuorovesivoimina, jot-
ka aiheuttavat erilaisia muodonmuutoksia. Matkustajan ollessa
jalat tihted kohti hdnen kohdistuu padhinsi pienempi kiihtyvyys
kuin jalkoihin. Erotus on

d (GM> = _26:3{\4 dr = —3479ms 2

)~

a) — b) —

Vuorovesivoimat pyrkivat siis venyttdmiin matkustajaa mnoin
355¢:n voimalla. Jos taas matkustaja lepdé pitkin radan tangent-
tia, on I/r = a/g eli a = gl/r ja matkustajaa kokoon puristava
voima on

da =2a=——— = 177y.
r? or
Tallaiset vuorovesivoimat on neutronitdhtiretkikunnan kompen-
soitava jollakin tavoin. Tehtdvissd mainitussa teoksessa esite-
tdan eras mahdollinen keino.

2G Rsc2

Rs 2 = M= 20
107 x (3 x 10%)2

= ke = 6.7 x 102 kg.

5% 6.67 x 1011 8= 67> 107 ke

Tama on 6.7 kuutiokilometrin suuruisen vesimiaran massa. Jos
timi muutetaan kokonaan energiaksi, saadaan E = Mc® =
6 x 10*° J. Auringon luminositeettihan oli 3.9 x 10?6 W, joten
miniaukon héyrystyessia vapautuu sama méaira energiaa, minka
Aurinko séteilee vajaassa puolessa tunnissa. Ja kaikki tdmé& on
perdisin vain protonin kokoisesta mohkéleesta.

Koska fotonin energia on E = hv ja toisaalta E = mc?, fotonin
energia vastaa massaa m = hv/c?, jolloin energian siilymislaista
saadaan
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14.6

14.7

=
vo=v.|1— M
0 — Ve Re2
=
GM
Av =1y — Ve = ~ Rl
Kun Av/v on pieni, on Av/v = —AM/), joten
GM
AN = — .
A RC2)\

Matkalla Auringosta Maahan fotoni punertuu niin ollen méaéran

6.67 x 10711 x 1.989 x 1039
AN = — e = 2.1 x 1076),.
6.96 x 108 x (3 x 108)2 "¢ ¢
Jos ldhtevin fotonin aallonpituus on 550 nm, on muutos 0.0012 nm.
Kompaktien kohteiden sateilyé tutkittaessa voidaan joutua kayt-
tdmaan relativistista kaavaa
_ 2GM Rs
W =ve\[l = e =re\1-
Johtamamme muoto seuraa téstd korvaamalla neligjuuri Taylorin
sarjansa kahdella ensimmaiselld termilla.

Olkoon alempi lamppu korkeudella R ja ylempi korkeudella R+ h
tdhden keskipisteestd. Kaikki lamput loistavat taajuudella v. Ai-
rettoman kaukana oleva havaitsija nikee ylemman lampun valon
taajuudella

P 1_£
OV T Ry W

missi Rg on tdhden Schwarzschildin sdde. Ylemmé&n lampun valo
nakyy korkeudella R taajuudella v'. Jos téité sateilya heijastetaan
takaisin, tdytyy taajuuden muuttua takaisin v:ksi, kun ollaan kor-
keudella R + h (koska fotonien energian taytyy siilyd). A&retto-
mén kaukana tdmé heijastunut siteily havaitaan samalla taajuu-
della vy kuin suoraan tullut séteily, joten

vo=v1/1— &
0T R
Nyt voimmekin ratkaista R + h:n:
R
R+h=

(R/Rs)(1 = (v/v')?) + (v/v')*

Tehtivissi R/Rs = 1.355. Jos nyt v = 4.5 x 101YHz ja
V' =5.5x 10" Hz, on R+ h = 9700m ja h = 1700m. Vihin
lilan korkea liikennevalotolpaksi. Joka tapauksessa sateilyn taa-
juuden muutokset ovat tuntuvia.

Téassa nyt sitten oli 1ahtotietoja vaikka muille jakaa. Itse asiassa
ainoa tarpeellinen tieto on siteilyn syntypaikka. Koska siteily on
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perdisin 0.8 Rg:n paasta mustan aukon keskustasta, ei se tieten-
kdadn paase ulos aukosta.

(Asiasta kiinnostuneille kerrottakoon, ettd pyOrivdn mustan au-
kon Schwarzschildin sédde on etiisyydella

Re o GM  J(GMN® (L
5T T2 c? Me

ja ergosfadrin ulkoreuna etiisyydelld

GM GM\? L\ .,
Rstat — Cz_+\/<—02 ) — (m) Sin 9,

missd L on aukon impulssimomentti ja 8 kulmaetéisyys ekvaat-
torin tasosta. Edelleenkin Rg mairda tapahtumahorisontin, jon-
ka sisapuolelta sateily ei padse ulos. Pyodrivin aukon Rg on tosin
pienempi kuin paikoillaan pysyvén.)
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15 Tahtienvalinen aine

15.1 Koska kaasu on kylmé&i ja tihedd, siind on paljon perustilassa ole-
via atomeja. Jos fotonin aallonpituus on pienempi kuin Lymanin
sarjan ionisaatioraja, 91.18 nm, fotoni ionisoi atomin. My0s osa
pitempiaaltoisesta séteilystd absorboituu virittdessddn atomeja,
mutta tdmé tapahtuu vain tietyilla diskreeteilld aallonpituuksilla.

15.2 Kuvassa magneettikenttid osoittaa katsojasta poispdin.

X X X X
v
X X
X X
X X X X

Koska v 1B, on hiukkaseen kohdistuva Lorentzin voima yksinker-

taisesti F' = quB. Ympyraliikkeessd kiihtyvyys on

v F __ quB
— =

a=— =

r m

muv

_ B
Protonin nopeus saadaan sen liike-energiasta: (protonin massa on
mp = 1.67 x 102" kg, josta myc® = 938.3 MeV.)

1

_ 2
= 5Mpv

2Ek _ [2B. 2
mpc? 938 3

=0.0462¢c = 1.38 x 10" ms™*

Magneettivuon tiheys on
10°°T=10"Vsm ' =10"1"NCtsm,
joten

~ 1.67x 10 %" kg x 1.38 x 10" ms !
T 1.60 x 10-19C x 10-1ONC-lgm-!
=144 x 10°m ~ 0.01 AU.
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15.3 Olkoon kunkin pilvekkeen tiheys po. Silloin on
<p>=fpo+ (L= f)x0= fpo,
<p’>=fpg+(1—f)x0* = fpg,
joten

<p>>_ P _ f
<pr>  fog 7

15.4  Aluksi on laskettava perustilassa olevien molekyylien osuus. Kos-

ka molekyyli on aina jossakin tilassa, on

nco = Z ny = Z nggJefE"/kT
J=0 J=0
o 3 (27 4 e UHINBAT,
J=0

Nyt
_ hB 6625 x 10731 x 57.6 x 10°
Y= RT T T 1.3805 x 10-2% x 30

joten perustilaa korkeampienkin tilojen miehitysluvut ovat mer-
kittavia. Edella esiintyvaa summaa voidaan arvioida integraalil-
la:

=0.092149 < 1,

o0
nco = no Z(ZJ + 1)67‘](‘”1)1

J=0
oo o0 —J(J+1)z 1
~ / @J+ e UtDeqr=| - S = -
0 0 z z
Molekyyleistd on perustilassa siis osa
0 2 =0.09.
nco

Tarkasti laskien eri tilojen suhteelliset miehitysluvut njy/ng =
gJe*EJ/’“T ovat

ny/no
1.000
2.495
2.876
2.317
1.425
0.693
0.271
0.086
0.022
0.005
0.001
11.19

MBS ok wo oy
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15.5

15.6

Korkeampien tilojen miehitysluvut ovat hyvin pienia. Taulukon
mukaan suhde nco/no on siis likimain 11.19. Edelld esitetty li-
kiarvolasku antoi nco/no = 1/z = 10.85.

Polyhiukkasen liikeyhtdld on

k

mr = Fra(l = ’r_2

Tami on merkkid vaille Kepler-liikkeen yhtdld radiaalisuunnas-
sa, ja sama joka vallitsee kahden samanmerkkisen sahkévarauk-
sen véalilld. Kertomalla yhtdlo puolittain tekijélla 7 saadaan

kr

mr?

dfl.y_df &k
a\2" )T @ mr)’

josta nopeudeksi tulee

missd C on vakio. Vakio méaardytyy ehdosta r = 0, kun r = rq.
Téstd saadaan C = k/mrg, joten

. 12k<1 1)
r=y4/——=-].
m \rqg r

Téastd ndhdaén, ettd hiukkasen nopeudella on raja-arvo
. | 2k
lim v =4/ —.
T—00 mro

Merkitddn a = kr, jolloin saadaan Poissonin jakautuman tiheys-
funktion tavanomainen muoto

P =

eli

ae ¢
p(n) = = 0,1,2,...
Todennékoisyyslaskennasta perilld olevat muistavat, ettd Poisso-
nin jakautumaa noudattavan satunnaismuuttujan X odotusarvo
on EX = a ja varianssi 62X = a. Koska odotusarvon ja varians-
sin valilla pétee aina

0’X = EX? - E?’X,

saamme vilittémisti EX? = a? + a.
Koska Poissonin jakautuman ominaisuudet eivat liene kaikille tut-
tuja, todistamme ne tassid ja nyt.
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Odotusarvo on
b b n,—a > n—1
_ _ nae”%  _ a
EX—an(n)—Z o = ae Zi(n—l)!
n=0 n=0 n=1
[e.e] an
_ —a - —a_ a __
= ae Z 1= ae =a
n=0
Nelién odotusarvo EX? on hieman hankalampi laskettava. Sitd
varten joudumme turvautumaan pieneen temppuiluun. Derivoim-
me EX:n lausekkeen a:n suhteen:
da dEX d X a'e“
1=—= = — Z n
da da da n!
n=0
0 n—1,—a 0 n,—a
St =Y
= n®——— — — n
! !
o n! — n!
1 & n,—a
=Y w2t —Ex
a
n=0
1
=-EX?—a.
a
Tasta voimmekin sitten ratkaista EXn:
EX? =4 +a.
Nyt saamme
< Ep_y > =<nEy>=<n > Ey = krEy,
< E% > =< (nEy)? >=<n®> E; = (K’ + kr)E},
mistéd viitos seuraakin.
15.7 Taulukon 10.1 mukaan tdhden luminositeetti on L = 21000Lg.

Jos hiukkanen absorboi kaiken siihen osuvan siteilyn ja jos sen
keskimaarainen poikkipinta-ala on A, absorboituva séteilyteho on

LA

47r2’

missd r on tdhden etdisyys. Jos hiukkanen on likimain pallomai-
nen ja koko sen pinta siteilee samalla tavoin, mikid on jarkeva

oletus hyvin pienen hiukkasen tapauksessa, siteilyd ldhtee pinta-
alalta 4A. Jos lampdtila on 7', 1dhtevén séteilyn teho on

Fabs =

Fopy = 4A0T*.
Termodynaamisessa tasapainossa Fe,, = Fyps, joten
T4 = L
16mor?

_ 21000 x 3.9 x 106 W
167 x 5.67 x 108 W/m2/ K*4(0.01 x 3.1 x 1016m)2
= 29900000 K*,

josta T' = 74 K.
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16 Tahtijoukot ja assosiaatiot

16.1 Jos tdhden absoluuttinen magnitudi on M = 4.79, kuten Aurin-

golla, sen vuontiheys 10 parsekin etdisyydelld on
F = Fp107%4M = F10704%47 = 0.0121 Fp.
Koko joukosta tulevan siteilyn vuontiheys on silloin
Fioukko = 1210Fy.
Téastd saadaan joukon absoluuttinen magnitudi

Ejoukko

Mjoukko = —2.51g =-251g1210 = —7.71.

Né&enndinen magnitudi on

10000
m = Mioukko + 51g ———b0 = —7.71 + 15 = 7.3.
10pc
16.2 a)
54V NGC 1039 104V NGC 2477 -
104 154
B-V B-V
T T T T T T
0 1 2 0 1 2

b) Nam& kuvat pitdisi piirtdd ldpindkyville paperille ja asettaa
Hyadien diagramman péaille siten, ettd kuvien B — V -arvot py-
syvat kohdakkain. Diagrammoja siirrelldin pystysuunnassa, kun-
nes joukkojen padsarjat yhtyviat mahdollisimman hyvin. Kuvaan
muodostuu suhteellisen selva raja, jonka alapuolella tdhtid on hy-
vin vdhan. Tamai vastaa suunnilleen nollaidn péisarjaa.
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16.3

- Hyadit

o + NGC 1039
o NGC 2477

° — ZAMS

Joukkojen iat saadaan selville tutkimalla, missid kohtaa paasarja
kdantyy pois nollaidn padsarjasta. Mita kauempana oikealla kdan-
nekohta on, sitd vanhempi joukko. Vertaamalla joukkojen HR-
diagrammoja oppikirjan kuvaan 17.6 voidaan arvioida, ettd jou-
kon NG(C1039 iké on korkeintaan 10° vuotta ja joukon NGC2477
iki on noin 10'° vuotta.

¢) Kun joukkojen diagrammat on asetettu niin, ettd padsarjat
yhtyvét, luetaan joukon diagrammasta joltakin kohtaa naennéi-
nen magnitudi ja Hyadien diagrammasta vastaavalta kohtaa abso-
luuttinen magnitudi. Néiden erotuksesta voidaankin laskea jouk-
kojen etdisyydet. Joukolle NGC1039 saamme m — M = 8.5, josta
r & 500 pc, ja joukolle NGC2477 m — M =~ 9.5, r ~ 800 pc.

Kuvasta 16.6 ndhd&din, ettd 200 miljoonaa vuotta vanhassa jou-
kossa tdhdet alkavat poistua pédsarjasta suunnilleen kohdassa
My =0, B—V = —0.2. Tastad alaoikealle paisarja noudatte-
lee suunnilleen edelld piirrettyd ZAMSia. Liséiksi joukossa voi olla
alikadpisitd hieman padsarjan alapuolella ja jattildisid absoluut-
tisen magnitudin nolla paikkeilla tai hieman siitd ylospain.

My

0 -

.,
:




© tekijat ja Ursa. Vain yksityiskayttoon.
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17

Linnunrata

17.1 a) Jos oletetaan, ettd Linnunradan massa M on keskittynyt sen

17.2

17.3

keskipisteeseen, ratanopeus R-siteiselld ympyraradalla on

GM
v=1/—
R b
josta
M v?R  (2.20 x 10°ms)? x 8500 x 3.1 x 10'%m

G 6.67 x 10~ 11 m3 kg™ 52
=1.9 x 10* kg ~ 10" M.

b) Pakonopeus on V2 kertaa ympyriradan ratanopeus:

ve = V2220kms ! = 311kms .

c¢) Keskeiskiihtyvyys ympyraradalla on
v? (220 x 10° ms™1)?

T R 8500 x 3.1 x 1016 m
=1.85x 10" ms ™2 = 0.185nms (!).

Massa on ympyraradan ratanopeuden lausekkeena

v’R
Téastd saadaan differentioimalla
dM = @ dv =2M d_v
G v
eli
M _,dv
M v

Massan virhe on siis likimain kaksi kertaa niin suuri kuin nopeu-

den virhe, eli 20 %.
Oortin kaavasta

v, = Arsin 2/
saadaan etdisyydeksi

vy —80kms~!

r = - =
Asin2¢  15kms—1kpe™! sin 620°

= 5.4kpc.
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17.4

17.5

17.6

Tami on jo niin suuri etiisyys, ettd Oortin kaavat alkavat olla
epaluotettavia. Tehtivissd annettu kuva esittdsd havaitun rotaa-
tiokdyran perusteella laskettua nopeuskenttdd. Kuvan mukaan ra-
diaalinopeus 5.4kpc:n etiisyydelld olisi v, = —60kms™!, ja suu-
rempia nopeuksia ei suunnassa £ = 310° pitéisi esiintya lainkaan.
Kohteella on siis ilmeisesti huomattava pekuliaarinopeus.

a) Kiertoaika saadaan Keplerin kolmannesta laista. Kéytetddn
yksikoind vuotta, Auringon massa ja AU:ta, jolloin

a3 (15000 x 206265)3
P = —_— = = -
Vi \/ TSI 385000000 a

Keplerin toisen lain mukaan liike on hitainta joukon ollessa ratan-
sa kaukaisimmassa pafssi. Suurimman osan ajastaan pallomaiset
joukot viettdvit kaukana Linnunradasta. Satunnaisesti valitulla
ajanhetkelld on enemmaén hitaasti liikkuvia joukkoja.

Koska Aurinko ja t&hti liikkkuvat samalla radalla samalla nopeu-
della, Auringon ja tihden muodostama jirjestelmi kiertyy Lin-
nunradan ympéri kuin jaykkd kappale. Taustan suhteen tahti
ndyttdd liikkkuvan nopeudella, joka on sama kuin kiertoliikkeen
kulmanopeus:

B 220000m s 1
M= 8500 x 3.1 x 106 m
=84x 10" rads™! = 0.0055” a~'.

Oortin kaava antaa etdisyydeksi

R —80kms!
~ Asin2¢ 15kms—!kpc ! sin 290°

= 5.7kpc.

Kefeidin jakso on 3.16 vuorokautta, ja timin perusteella saa-
daan periodi-luminositeetti-relaatiosta absoluuttiseksi magnitu-
diksi My = —2.9. Koska ndenndinen magnitudi on my = 12.3,
on etaisyys

r=10pc x 10%2mv=Mv) ~ 11 kpe.

Syyné erilaisiin tuloksiin voivat olla mm.

- Oortin kaavoja kiytettiessa pitiisi etiisyyden olla huomat-
tavasti pienempi kuin Auringon etdisyys Linnunradan kes-
kustasta. Esimerkissd etdisyys on niin suuri, ettd Oortin
kaavan johdossa kaytetyt approksimaatiot alkavat jo olla
huonoja.

- Ekstinktio Linnunradan tasossa ndin suurilla etdisyyksil-
la voi olla jo useita magnitudeja. Jos oletetaan, etta
a = 1mag kpe™!, etdisyydeksi saadaan 2.9 kpe.

- Tdhden oma pekuliaarinopeus.

17.7 Kayttamalla Keplerin kolmatta lakia saadaan kulmanopeudeksi

w(r) = 2my/m/r3rada™!, missi m on galaksin massa Auringon
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massoina ja r astronomisina yksikkoind. Jo 50 miljoonassa vuo-
dessa sisimmaét tidhdet ovat ehtineet tehda useita kierroksia, ja
spiraalihaara on kadonnut taysin.

9 @) ©
~ @

200

17.8 a) Kirkkaimmista tdhdistd vain kolme (Sirius = o CMa, a Cen,
Procyon = «a CMi) 16ytyy myds ldhimpien téhtien luettelosta.
Kirkkaat tdhdet ovat hyvin harvinaisia, mutta nakyvét kauas.

b) Lahimpien tahtien taulukko ulottuu etédisyydelle r = 5.13 pc ja
sisdltdd n = 56 tdhted. Canopuksen etiisyys on R = 60pc. Jos
tahtitiheys olisi kaikkialla sama, olisi Canopusta lahempéna tahtia

R\? 60 \°
N=|—] n={[—=] 56 ~ 90000 kappaletta.
T 5.13

¢) Lahimmat tdhdet ovat enimmékseen mydhéisen pdédsarjan tah-
tid, joten emme tee kovin suurta virhettd, jos kdytdmme niille
massa-luminositeetti-relaatiota muodossa

LY _(m)”
Lo)  \ Mg '
Tasta saadaan tdhden massaksi
I\ /45
=M, (=
" ®<L®> ’
missa

L

(O]

— 10—0.4(M—M®) ~ 10—0.4(Mv—MV,®)'

Laskemalla talla tavoin kaikkien 1dhimpien tidhtien taulukon tih-
tien massat saamme kokonaismassaksi noin 23 Mg. Té&hdet si-
jaitsevat pallossa, jonka tilavuus on 570pc3, joten tiheys on
0.04 Mg pe3. Jos ajattelemme Linnunradan homogeeniseksi kie-
koksi, jonka side on 15kpc ja paksuus 1kpc, saamme sen mas-
saksi noin 3 x 10'° M.
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17.9

Valo joutuu kulkemaan véliaineessa matkan

sS= min«qr i
o "2sinb |’

joten ndenndinen magnitudi on

r
=M+5lg—— .
m +olg 10pc + as
Jos kohteen etdisyys on 1kpc ja leveys b = 30°, on z = 500 pc.
Koska ekstinktiota aiheuttavan polykerroksen paksuus on vain
H = 200pc, on kohde tdméan kerroksen ulkopuolella. Ekstink-
tiota tapahtuu vain matkalla

s =100 pc/sinb = 200 pc.

Kohteen ndenndinen magnitudi on

1000 pe

m=0+5]lg + 1magkpe ™! x 0.2kpc = 10.2.

10pc
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18

18.1

18.2

18.3

18.4

Galaksit

Magnitudia m vastaava vuontiheys on F(m) = Fy107%4™ joten
kokonaisvuon tiheys on

F = F(m)n(m)dm = FO/ 10794 Ned™ dm,

mo mo

o0
— F(]N em(—0.41n 10+a) dm
mo

Merkitdsin A = 0.4In10 — a. Integraali on &&rellinen, jos A > 0
eli a < 0.92.

o0

oo —Am F'N
F =N eiAm dm = FON‘ — € — O_e*Amo
mo

A A

mo

10-0-4m0 gamo
04In10—a
Kokonaismagnitudi on niin ollen
Mok = —2.51g (%)
= —25(g N +1g10704m0 4 Jg gamo
—1g(0.41n10 — a))
=mo(l —2.5alge) — 2.51g N + 2.51g(0.41n 10 — a).

= LN

Galaksien ldpimitat olisivat luokkaa D = 30kpc ja erotuskyvyt
0 =2 =6 x10"*rad, 7 x 10" rad ja 10~ " rad, joten etiisyydet
ovat 7 = D/# = 50 Mpc, 4000 Mpc, 40000 Mpc ja 300000 Mpc.
Ilmakehan aiheuttaman seeingin vuoksi kahta viimeista erotusky-
kya ei todellisuudessa voi saavuttaa maanpinnalla olevilla teles-
koopeilla.

a) Etéisyys on 50kpc = 163 000 valovuotta. Vuonna 1987 on Ma-
galhdesin havainnosta kulunut 466 vuotta, joten valo on matkan-
nut matkastaan osan (163000 — 466)/163 000 = 0.997.

b) Etéisyyden on oltava vahintdédn 400 miljoonaa valovuotta eli
noin 120 Mpc. Jos H = 75kms~! Mpc ™!, tilli etdisyydelld ole-
van galaksin nopeus on noin 75 x 120 = 9000 kms*.

a) Luminositeetti on 3.7 x 10° Auringon luminositeettia eli 1.4 x
1033'W.

b) Oletetaan, ettd ydin koostuu n:std m-massaisesta tdhdesta.
Niiden luminositeetti on silloin

m 3.5
Mg
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Téastd saamme tahtien lukumairaksi
M.\ 3
n=3.7x 10° <—®> :
m
18.5 Punasiirtyma on
A=
z2=——
X
joten
A
Ao = .
" T 142
Jos siis havaittu aallonpituus on vélilld A € [400 nm,700 nm], le-
poaallonpituus on
400 700
Ao € | = DPIR 1183 1m, 320 nm],
1+2z 14z
kun z = 1.87. Ollaan ultraviolettialueella. Jos lepoaallonpituus
on 656.2 nm, havaittu aallonpituus on 1435 nm eli infrapunaisessa.
18.6 a) Jos galaksit ovat samankokoisia, etdisyyksien suhde on
1 /
ra_ 0 _ 180 o
r1 92 7
b) Absoluuttiset magnitudit ovat samat, M, joten
1
— M =51
mi g 10 pe ’
T2
— M =51
e £710 pc’
!
mi —me = 5lg—
T2
=
2 qlmemma /5 9128/ = 95,
1
c) ro = v/H = 2562/75Mpc = 34.2, josta
ro  34.2
— =—=350.
r1  0.69
18.7 Jos H = 75kms ! Mpc™!, etiisyydet ovat 7.5, 10.1, 8, 9.2, 8.6,
9.5, 89, 7.9, 10.3 ja 7.7 Mpc. Kullakin galaksijoukon jésenelld on
oma pekuliaarinopeutensa joukon painopisteen suhteen, joten yk-
sittdisen galaksin nopeudesta ei viela voi laskea etdisyytta kovin
tarkasti. Todennakoisesti parempi arvio saadaan kiyttamalla néi-
den etiisyyksien keskiarvoa 8.8 Mpc.
18.8 Koska massajakautuma on pallosymmetrinen, r-siteiselld ympy-

raradalla liikkkuva tdhti noudattaa Keplerin kolmatta lakia

r3

P =2r GTU'),
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missd M (r) on siteen 7 sisdpuolella oleva massa. Tahden kulma-
nopeus on
v(r 2 GM(r
oy 20) _2x _ [GAG)
T P 73

Tama3 ei pade esimerkiksi kiekkomaiselle galaksille, silld kiekon ve-
tovoimakenttd ei ole sama kuin samanmassaisen pisteméisen tai
pallosymmetrisen kappaleen vetovoimakentta.

a) Tiheys on p(r) = poa/r, joten siteen r sisdpuolella oleva mas-
sa on

T T
M(r) = /0 4rrip(r) dr = 47rp0a/0 rdr = 2w poar?

ja kulmanopeus

2rGpoar?  2wGpoa
w(r) = 3 = o

Siis w(r) oc 1//r.

b) Nyt p(r) = poa/(a® + 1), joten

Tor2dr
M(T) = 4’/Tp0a/ m
0

5 [ a?
=4 2 1—-——— ) d
Tpoa /0 ( a2+7"2> T

. T
= 4mpoa’ (r — aarctan —)
a

w(r) = \/47er0a2(7" — arctan(r/a)) .

73
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19

19.1

19.2

19.3

Kosmologia

Etéisyys on
v 6940 km s~

r=—

H ~ 75kms ! Mpc?

= 93 Mpc.

Kulmaldpimitta oli 1.3’ = 3.78 x 10~*rad, josta saadaan todelli-
seksi lapimitaksi

D =3.78 x 107* x 93 x 10° pc = 35kpc.

Absoluuttinen magnitudi on

M=m-5lg (%pc) = —20.4.

Virheitd voi aiheutua ainakin seuraavista asioista:

- Hubblen ”vakio”: Onko todella vakio? Miké on sen oikea
arvo?

- Galaksin nopeus mahdollisen galaksijoukon suhteen.

- Intergalaktinen ekstinktio.

- Lapimitan arviointitapa (havaitaan vain kolmiulotteisen
galaksin projektio; reuna riippuu valitusta rajamagnitudis-
ta).

Vetyatomin massa on 1.67 x 10~%7 kg, joten maailmankaikkeuden

tiheys vastaa

p
mH2

~ 0.60

n =

vetyatomia kuutiometrissd. Kuutioparsekillisen massa olisi
m = (3.1x10"°%m)? x 107?" kgm™?
=2.9 x 10* kg = 0.005 M.

Tiheys on siis noin maapallo 200 kuutioparsekissa.

a) Lahempénd olevista joukoista ndhddén absoluuttisesti him-
meampid galakseja kuin kaukaisista. Himmeé#t galaksit painottai-
sivat keskiarvoa sitd enemman mita lihempiné joukko on. Téallai-
selta selektioefektiltd valtytaan, kun kaytetdan joukon kirkkainta
(tai muutamaa kirkkainta) galaksia.

b) Jos oletetaan, ettd vertailtavat galaksit ovat absoluuttisesti yh-
ta kirkkaita, joukko B on tietenkin kauempana. Etdisyyksien suh-
de on

B _ 1002(ms=ma) = 1,

TA
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194

19.5

Tehtavassa 19.2 mainittiin maailmankaikkeuden tunnetun mas-
san tiheydeksi p ~ 107*"kgm™3. Timi on noin kymmenesosa
kriittisestd massasta, joten puuttuvan massan tiheyden pitéisi ol-
la 0.9 x 10726 kgm~3. Koska kuutiometrissd on 600 x 10° neut-
riinoa, saadaan neutriinon massaksi m, = 1.5 x 10735 kg. Taméi

on 0.00002 elektronin massaa.
Galaksin punasiirtyma on

vy _ 8700km g1
¢ 300000kms—1

ja seuralaisen zo = 0.056. Jos molemmat galaksit ovat samal-
la etdisyydella ja kummankin kosmologinen punasiirtyma on 2z,
seuralaisen kokonaispunasiirtymaélle pétee

= 0.029.

zZ1 =

T4+ 20 = (14 21)(1 + 2z),
missa gravitaatiopunasiirtyméa z; on
1
Zg = —————1

v/1-—Rgs/R

(Ks. tehtdva 14.6 ja oppikirjan laatikko 19.3.) Seuralaisgalaksin
gravitaatiopunasiirtyma on

1.056
josta
Rs 1 1
sy v 40556,
R 1+ 25)? 1.0292

Jos H = 75kms~! Mpc™!, kosmologisen punasiirtyméin mukainen
etédisyys on 116 Mpc. Seuralaisgalaksin side on siten

5" T
— X% 116 Mpc = 0.0028 M
3600 X 130 x 116 Mpc = 0.0028 Mpc,

josta
Rs = 0.0556 R = 0.0556 x 0.0028 Mpc = 156 pc.

Schwarzschildin siteen lausekkeesta voidan ratkaista massa
R562

2G

156 x 3.1 % 10 m x (3 x 103 ms1)?

2% 6.7x 1011 m3kg 52
=32x10%kg = 1.6 x 10'° M.

M =
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20

Sekalaisia tehtavia

Elama maailmankaikkeudessa

20.1

20.3

Valitaan satunnaisesti 7 Ceti (G8, r = 3.62pc, My = 5.72,
V = 3.5). Planeetan etdisyys tahdestd on 10 AU ja tdhden etii-
syys meistd 3.62 pc = 747000 AU, joten ollessaan kauimpana tih-
destil planeetta nikyy siitd 10/747000 = 1.34 x 10~° radiaanin
eli 2.76" péassa.

Jos tdhden ja planeetan ratojen siteet painopisteen suhteen ovat
ay ja ap, on ay/a, = mp/m,. Koska 7 Cetin massa on liki-
main 1 Mg ja planeetan massa 1/1000 Mg, on ap = 1000a,. Kos-
ka ap + a, = 10AU, on a, = 0.01 AU. Heilahtelun suuruus on
2 x 0.01/747000rad eli suunnilleen 0.006".

Merkitadn d:1la planeetan etiisyyttd tdhdestd (= 10AU), R:l&
planeetan sddettd (oletettiin Jupiterin kokoiseksi, joten side on
71000 km = 0.000475 AU), R,:lla tdhden sidettd (lienee suunnil-
leen sama kuin Auringolla, 0.005 AU) ja A:lla Bondin albedoa (=
0.73). Valaistuna néikyvi pinta-ala on £ R?(1+ cosa), missi « on
vaihekulma. Vaihefunktio ® on verrannollinen tihin pinta-alaan
normitettuna siten, ettd ®(0°) = 1, joten ®(a) = (1 + cosa).
Téastd saadaan vaiheintegraali

q:2/ @(a)sinada:/ (sina + sinacosa) da = 2.
0 0

Normitusvakio C on nyt 4/¢q = 2. Planeetan heijastaman vuon
tiheys maapallolla on

C(a) R
F, = 12 AF*d—27rR ,
missd F, on vuontiheys tdhden pinnalla. Tdhden havaittu vuon-
tiheys on puolestaan F = F,(R?/r?), joten

F, R?

L —C0d(n/2)A—
2% 5 x0.73x0.000475% A1 x 1010
- 4 x 102 o ’

josta
F
Vo —Vi=-25lg Fp = 23.5.

Téstd saadaan planeetan magnitudiksi V, = 27.0. Ei siis mik&an
erityisen helppo havaintokohde.

Jos tilavuuteen V sirotellaan N t&hted, jad kullekin elintilaa V/N.
Kahden naapuruksen vélimatka on likimain sama kuin téillaisen
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lokeron sivun pituus eli 3/V/N. Jos tihtitiheys on n tihtei kuu-
tioparsekissa ja naista kelpuutetaan vain osa p, on vilimatka luon-
nollisesti 1/ 3/pn. Jos kaksin- ja moninkertaiset tdhdet lasketaan
yhdeksi kohteeksi, 1dhimpien tdhtien luettelosta 16ytyy 43 tdhtea.
Ne sijaitsevat 5.13 pc -sédteisen pallon sisdpuolella ja vievat siis ti-
lavuuden 566 pc3. Tisti saadaan tihtitiheydeksi 0.076 « pc=2.
pn arvoja 1078, 1072, 1072 ja 1 vastaavat etiiisyydet ovat liki-
main 1kpc, 100pc, 10pc ja 2.4pc.

Historia

20.3

Kuvasta ndhdiin, ettd Auringon ja Kuun etdisyyksien suhde on

T 1 1
z cos@  cos87° 9

Aristarkhoksen mielestd Aurinko oli siis noin 19 kertaa niin kau-
kana kuin Kuu. Jos kaytetddn oikeampaa arvoa 6 = 89°51', saa-
daan suhteeksi 382.

Lasketaan sitten etiisyyksien absoluuttiset arvot. Kaytetdin seu-
raavia merkintoja:

- Auringon etiisyys a = xRg,
- Auringon sdde Ry = yRg,
- Kulma, jossa Auringon sidde nikyy, a,
- Kuun etiisyys r = zRg,
- Kuun sdde Rg = tRg,
- Kulma, jossa Kuun side ndkyy Maasta, 3,
- puolikuun kulmaetéisyys Auringosta, 6,
- k = cosé,
- Maan varjon lapimitta Kuun etaisyydella sRg,
- Kulma, jossa em. lapimitta nakyy Maan keskipisteesta, v,
- Maan varjon pituus uRg.
Havaintojen perusteella tunnemme seuraavat kulmat:
- a = 32'/2 = 0.00465 rad,
= 31'/2 = 0.00451 rad,
= (1h40min/29.53d) x 360° + 31’ = 1.36° = 0.0238rad,
89°51,

2 ™
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Kuvan geometriaa tutkimalla saamme yhtalot:

y:ami
t = Bz,
z = kz,
y _ x+u
1 u
2w
s u—2z
s ="z,

Tassa on kuusi yhtaloa ja kuusi tuntematonta. Voimme ratkaista
niistd haluamamme suhteet:

a= % Re ~ 23000Rg (= 150 x 10% km),
o= % Re ~ 110Rg (= 690 000 km),
r= 22%71? Re ~ 61Rg (= 390000 km),

= %j? Re ~ 0.27Rg (= 1700 km).

20.4 Todistetaan aluksi tehtdvéssé esitetty lause. Tarkastellaan r-sa-
teisen pallon ymparille piirrettya sddnnollistd n-tahokasta, jonka
tahkot ovat sdannollisiad k-kulmioita. Keskipisteesti katsottaessa
ndhdadn nk yhtenevaé kolmiota, joista kukin peittdd avaruuskul-
man w = 47 /nk. Kolmion projektio pallon pinnalla on pallokol-
mio, joten sen pinta-ala on Er?, missi E on palloeksessi.

Merkitdan s = d/r ja w = arctan s, jolloin

.9 S
SIn” w = 3
1+s
1
COS2’IU:
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Soveltamalla sini- ja kosinikaavoja pallokolmioon saadaan

) 5 1+ s?cosa
cosz = cos’w + cosasin®w = ————

1+ 52
sinu sin . sin w sin «
- = — = sinu= ———
sin w sinz sinx
missa,
2T
a=—.
k

Naistd saadaan
1

s
2 2
Vits 1— 1+ s’cosa
1+ s
sin a1 + s2
\/2(1 —cosa) + s2sin’ a

sinu = sin«

Toisaalta palloeksessin lausekkeesta
E=a+2u—7n=4n/nk
saadaan

sinu—sin1 4—7T—+- —«
o o\nk " '

Asettamalla ndmé sin u:n lausekkeet yhtasuuriksi voimme ratkais-

ta s
d \/2 sin? u(1 — cos a) — sin® a
=y sin a cos u ’
missa
1 /4n 7w (44 n(k—2)
=27 /k =—-|— - = —].
a=2r/k, u 2<nk+7r a> 2( nk
Tastd voimmekin ratkaista séteen:
r=d f(n,k),
missa,
sin a cos u
f(n.k) =

\/2 sin? u(1 — cosa) — sin® a
cos u cos(m /k)

\/sin2 u — cos?(n /k) .

Jos a on monikulmion sivun pituus, on

g = dsin% = dsin%,
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joten

"= ey k)

Monitahokkaan ympéripiirretyn pallon siteelle R pétee
R =d+r* =d*(1+ f?),

josta
a
R = W\/ 1 + f2(n,k)

N&in onkin lause todistettu.

Sovellamme nyt lausettamme kaikkiin sdannollisiin monitahokkai-
siin:

n k Q@ U f
tetraedri (4-sArmid) 4 3 2n/3 7/3 V2/4
heksaedri  (kuutio) 6 4 /2 7/3 V2/2
oktaedri (8-srmio) 8 3 27/3 w/4 V2/2
dodekaedri  (12-sirmic) 12 5 2x/5 /3 (3+5)/4
ikosaedri (20-sirmié) 20 3 27/3 7w/5 14+6v/5/4

Jos nyt merkitddn a,:ll4 n-tahokkaan sdrmén pituutta, saadaan
edellisen lauseen perusteella sisidn- ja ymparipiirrettyjen pallojen
sateiksi

tetraedri ry = & asiV/6 Ry = %a4V/6
heksaedri Te = %aﬁ R(; = %ae\/g
oktaedri rg = %(18\/6 Rg = %ag\/ﬁ

dodekaedri 712 = 55 a12v/250 + 110v/5 Ry = L ai2(v/15+ V/3)
ikosaedri 7129 = L a2 V42+18V5 Ry = 1axV10+2V5

Naméa monitahokkaat pitaa nyt sijoittaa planeettojen ratoja vas-
taavien pallonkuorien viliin seuraavassa jarjestyksessi: Merku-
rius, oktaedri, Venus, ikosaedri, Maa, dodekaedri, Mars, tetraed-
ri, Jupiter, kuutio, Saturnus.

Jos Maan radan siade valitaan yksikoksi, on oltava
r12 =1 = Ryo.

Naiiden avulla voidaan nyt laskea sisdédn- ja ymparipiirrettyjen mo-
nitahokkaiden sdrmét aio ja asg. Naistd puolestaan saadaan Ry
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ja rog. Edelleen taytyy olla
T90 = Rg, R12 =14, 76 = Ra.

Nain laskemalla planeettojen siteille saadaan seuraavat arvot (su-
luissa todelliset etdisyydet):

Merkurius  0.459 (0.387)
Venus 0.795 (0.723)
Maa 1.000  (1.000)
Mars 1.258 (1.524)
Jupiter  3.775 (5.203)
Saturnus 6.539 (9.572)

Niemme, ettd monitahokasmalli ei pysty selittdméin planeetto-
jen ratoja. Monitahokkaiden avulla laskettuna kaikki radat olisi-
vat huomattavasti lahempéani toisiaan kuin todellisuudessa.

20.5

SISILISKO

SSIOPEIA

°  ANDROMEDA

g S
. VALASKALA
/..VESIKKKHME ) ° ¥ .
. . PIENIKOIRA .

YKSISARVINEN

150 KOIRA JANIS
=T

E

Otavan tuntikulma kyseiselld hetkelld lienee noin 18 h, jolloin sen
pyrsto osoittaa suoraan alas kohti koillista horisonttia. Tahtiai-
ka on silloin

O=a+h~x12h+18h=30h =6h.
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20.6

20.7

Jos on noustava kuudelta aamulla, neuvo péatee syys-lokakuun tie-
tamissi, jolloin tihtiaika on likimain sama kuin paikallinen aurin-
koaika. Aamu aamulta on sitten noustava neljd minuuttia aikai-
semmin.

Kesapaivinseisauksen aikaan Auringon rektaskensio on o = 6h
ja deklinaatio § = 23.4°. Paikkakunnan leveys on noin ¢ = 30°.
Auringon noustessa on

cosh = cos(@g — ag) = —tandg tan ¢,

josta voidaan ratkaista t&htiaika @ = 346°.

Nyt on sitten etsittiva aika, jolloin Sirius nousee tilld samalla
tdhtiajan hetkelld. Joudumme laskemaan prekession vaikutuksen
Siriuksen paikkaan hyvin pitkalld aikavéalilld. Oppikirjassa joh-
dettuja lineaarisia prekessiokaavoja ei voi nyt kiayttida. Helpoin
(mutta aika tyolas) tapa on laskea Siriuksen ekliptikaaliset koor-
dinaatit, korjata sen longitudia, ja laskea uudet ekvatoriaaliset
koordinaatit. Menetelmén yksityiskohdat on kuvattu oppikirjan
laatikossa 2.1.

Vuonna 2000 Siriuksen ekvatoriaaliset koordinaatit ovat a =
6h45.1min, § = —16°43' ja ekliptikaaliset A = 104.06°, § =
—39.57°. Koska prekession jakso on noin 26 000 vuotta, on longi-
tudi n vuotta aikaisemmin
n
AN =X— ——360°.
26 000

Téstad voidaan laskea uudet (tai muinaiset) ekvatoriaaliset koordi-
naatit tutuilla muunnoskaavoilla. Seuraavassa taulukossa on an-
nettu Siriuksen prekessoidut koordinaatit ja nousuhetken tdhtiai-
ka muutamille ajanhetkille:

vuosi ) C)

0 79° —16.7° 359°
-1000 68° —18.2° 349°
-2000 57° —20.8° 340°
-3000 46° -—24.2° 331°

Naistad voidaankin arvioida, ettd noin vuonna 1200 ennen ajanlas-
kumme alkua Sirius nousi samalla hetkelld kuin Aurinko kesapéi-
vanseisauksen aikoihin.

Téassa tehtavassd joudumme turvautumaan samanlaiseen raakaan
tyohon kuin edellisessikin tehtdviassa, ellemme halua uppoutua
syvallisiin geometrisiin pohdiskeluihin. Otava siséltyy monikul-
mioon, jonka kirking ovat tdhdet «, 3, v, ¢ ja 5. Ndiden koordi-
naatit (vuodelle 1950) 16ytyvit tehtavasta 2.6. Talld kertaa tar-
vitsemme vain deklinaatiot. Seuraavassa taulukossa ovat niiden
tdhtien deklinaatiot prekessoituina hamaan menneisyyteen:
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vuosi  « 8 5y ¢ n
1000 67° 62° 59° 60° 54°

0 71° 66° 64° 66° 60°
-1000 73° 68° 68° 71° 65°
-2000 77° 68° 70° 76° 71°
-3000 69° 66° 70° 79° 75°
-4000 65° 62° 67° 79° 78°
-5000 59° 57° 63° 76° T77°
-6000 53° 52° 58° T71° 73°

Etelaisin leveys, jolla Otava on sirkumpolaarinen on ¢ = 90° — 4,
missd 0 on Otavan eteldisimmén tdhden deklinaatio. Eteldrajoik-
si saamme seuraavat leveydet:

vuosi leveys

1000 36°

0 30°
-1000 25°
-2000 22°
-3000 24°
-4000 28°
-5000 33°
-6000 38°

Esimerkiksi Kreetalla (¢ = 35°) Otava on ollut sirkumpolaari-
nen noin vuodesta —5000 vuoteen +1000. Véalimeren eteldran-
nalla joudutaan aikavaliid lyhentamain molemmista paista noin
tuhannella vuodella. Naihin aikoihin siis sijoittuvat Odysseuksen
hortoilut Valimerella.

Sekalaista viihdetta

20.8 Voinemme olettaa, ettd on ilta. Venuksen suurin elongaatio on
47° joten se voi nousta korkeintaan noin kolme tuntia ennen Au-
rinkoa. Téssd tapauksessa Auringon pitéisi siis nousta noin puo-
li kolmelta. Sijainti aikavyohykkeelld ja Venuksen deklinaation
vaihtelut voivat muuttaa tétd jonkin verran, joten pydristetdin
aika varmuuden vuoksi kolmeksi aamulla. Tami edellyttad, etta
leveysaste on ainakin noin 60°. Jos aika on kesidaikaa, tilanne on
viela pahempi. Esimerkiksi vuonna 1985 on Venus noussut Hel-
singissé aikaisintaan 1:33, Oulussa 0:28 ja Utsjoella 23:03 (kaikki
ajat kesdaikaa). Vaihtelut vuodesta toiseen ovat tosin huomatta-
via. Joka tapauksessa, jos Amerikan mantereella oleva Casanova
aikoo esitelld nousevaa Venusta moiseen aikaan, hinen on ilmei-
sesti oltava suunnilleen Alaskassa.
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20.9

20.10

20.11

20.12

Menetelma 1 : Pannaan heiluri heilahtelemaan astelevyn paalla
ja tullaan vuorokauden kuluttua katsomaan, kuinka paljon heilah-
dustaso on kiertynyt. Koska kiertymiskulma on 27 sin ¢, missi ¢
on leveysaste, voidaan leveysaste oitis laskea.

Menetelma 2 : Mitataan heilurin heilahdusaika mahdollisimman
tarkkaan. Té&std saadaan selville vetovoiman kiithtyvyys. Ja se-
hén taas vaihtelee leveysasteen funktiona maapallon litistyneisyy-
den ja pyorimisen vuoksi. Tosin paikalliset vaihtelut voivat sot-
kea tulosta melkoisesti. Itse asiassa heilureita on kaytetty juuri
painovoiman paikallisten vaihteluiden mittaamiseen.

Vasempi kuva:

- Kuun pimed puoli puoli osoittaa Aurinkoa kohti.

- Venus (tai Kuu) on lijan kaukana ekliptikasta.

- Auringon pitéisi olla litistynyt eikéd venynyt pystysuunnas-
sa. Tallainenkin muoto voi olla joskus mahdollinen, mutta
se edellyttda jotenkin patologista ilmakehin lampdtila- ja
painejakautumaa.

- Liiterin varjo osoittaa vaidrdan suuntaan.

Oikeampi kuva:

- Taustalla ndkyy Otava, joten Kuu, Venus ja Jupiter ovat
harhailleet aika kauas ekliptikasta.

- Puolikuun elongaatio on 90°, joten Venuksen ei pitdisi olla
lahimaillakaan.

- Kuu on lapindkyva.

- Kuun valaistu puoli ei osoita ekliptikan suuntaan (eli sinne,
missd Auringon tulisi olla).

- Kuun lapimitta on valtava (noin 5°, vertaa esim. Otavaan);
pitéisi olla 0.5°.

Taiteellinen vapaus on sallinut ainakin seuraavat poikkeamat ar-
kipdivan todellisuudesta:

- Tassakin Kuu on viirinpiin.

- Yksi tahti ndkyy Kuun lapi.

- Téahdet nikyvat keskelld kirkasta paivaa.

- Tahdisto nédyttdd varsin keinotekoiselta.

Marsin etiisyys oppositiossa on noin 0.5 AU, joten sen vetovoi-
makentta on

Gm
FMars =3
r

_ 6.67x 107" Nm?kg™” x 6.42 x 10%* kg
B (0.5 x 1.50 x 101 m)2
=76x10"°Nkg™'.

Juntin vetovoimakenttd on
Fiuntti = 2.7 x 107 Nkg™" & 3.5Fyars-

Juntin vaikutus on siis noin 3.5-kertainen Marsin vaikutukseen
verrattuna. Silti astrologit ottavat laskuissaan huomioon Marsin,
mutta eivit tuntematonta junttiamme.
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Kun nyt vauhtiin p&istiin, niin lasketaanpa samalla, miten jun-
tin ja erdiden taivaallisten kohteiden vaikutukset suhtautuvat, jos
kdytdmme mittapuuna potentiaalienergiaa, vetovoimaa ja vuoro-
vesivoimia. Potentiaalienergia on verrannollinen m/r:88n, veto-
voima m/r%:een ja vuorovesivoima m/r3:een. Jos merkitsemme
junttia ykkoselld, saamme seuraavanlaisen tuloksen (F' on veto-
voima ja Fi vuorovesivoima):

mlkg] 7[m] U F F
juntti 100 0.5 1 1 1
Maa 6.0x10%* 6.4x106 4.7x10'® 3.6x10%  2.8x10!
Kuu 7.3x10%? 3.8x10%® 9.6x10' 1.3x10® 1.6x107°

Aurinko 2.0x10%3% 1.5x10" 6.6x10'6 2.2x10° 7.4x10~7
Jupiter 1.9%x10%27 6.3x101 1.5x103 1.2x10' 9.6x10°12
Linnunrata 4x10*" 2.6x10%° 7.6x10"® 1.5x1072 2.8x10~%

20.13

Kaikki potentiaalienergiat ovat negatiivisia. Linnunradan suhteen
olemme kaikkein syvimmassa potentiaalikuopassa: Aurinko kier-
tdd Linnunrataa, Maa ja Jupiter Aurinkoa, Kuu ja juntti Maata.
Vetovoima oli (onneksi) suurin maapallolle — pysymme téstala-
hinkin spontaanisti maanpinnalla.

Vuorovesivoima on sekin ylivoimaisesti suurin maapallolle. Abso-
luuttinen arvo on kylldkin 1kg:n kappaleelle vain 3 x 107% N met-
rid kohti (esimerkiksi pystysuoraan keppiin kohdistuva venytys).
Vuorovesia ei maapallo kuitenkaan itse aiheuta, koska se pysyy
meriin ndhden paikoillaan. Vuorovedet aiheutuvatkin Kuusta ja
Auringosta, ollen Kuun vaikutus 2.2-kertainen Auringon vaiku-
tukseen verrattuna.

a) Ilalla.

b) Illalla.

¢) Aamulla.

d) Aamulla.

e) Uudenkuun hetkelld Kuu on likimain Maan ja Auringon vi-
lisséi, joten se ei juuri ndy (ellei se satu aiheuttamaan pimennys-
td). Uudenkuun jilkeen Kuu n#kyy parhaiten heti auringonlas-
kun jalkeen.

f) Jos puolikuu pimentyy, taivaankirjat ovat menneet tosi pahas-
ti sekaisin.

g) Jos kappale on alakonjunktiossa, se tuskin on Mars.

h) Siriuksen rektaskensio on noin 7 tuntia. Auringon rektasken-
sio maaliskuussa on likimain 0, joten Sirius niyttaa liikkkuvan tai-
vaalla noin 90° — 120° Auringon jiljessi. Siispa se nékyy illalla.
i) Illalla. Oppositiohetkelld planeetta on korkeimmillaan keskiyol-
14.

j) HMlalla. Kuu nékyy D:n muotoisena.

k) Paidsidinen on ensimmaisend kevitpaivintasauksen jilkeisen
tdydenkuun jalkeisend sunnuntaina, ja helluntai on 7 viikkoa paa-
sidisen jilkeen. Kuun longitudi on kasvanut 49d/29.5d x 360° =
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598° = 240° ensimmaisestd padsidispaivasta, jolloin Kuu on tay-
denkuun ja viimeisen neljanneksen valilla. Helluntaina Kuun elon-
gaatio on siis valilla [180° + 240°,270° 4 240°] = [60°,150°] ja vai-
he on likimain ensimmdinen neljannes. Nakyy siis illalla.

1) Joulu on aina samaan aikaan, joten Kuun vaihe ei voi korreloi-
da joulun ajankohdan kanssa.

m) Sangen epitodennikdista.

n) Vertaa kohtaan k). Ensimmaéisend paédsidispaivand Kuu on téay-
denkuun jalkeisessd vaiheessa ja ndkyy aamulla.

o) Pakinoitsija Olli sanoi joskus jossakin: ”Jos Kuu joutuu Maan
ja Auringon véliin, tulee auringonpimennys. Jos Maa joutuu
Kuun ja Auringon véliin, tulee kuunpimennys. Jos Aurinko jou-
tuu Maan ja Kuun viliin, tulee maailmanloppu.” Téssa tapauk-
sessa olisi kysymys viimeisestd vaihtoehdosta.

p) Sirkumpolaarinen t&hti ndkyy aina, kun ei ole pilvistd tai liian
valoisaa.

q) Siis ettd mita??

r) Heliakkisessa nousussa Sirius nousee samaan aikaan kuin Au-
rinko. Periaatteessa se siis nakyisi aamulla, mutta voi kylla olla
aika vaikea havaittava.

s) Aamulla.

t) Jupiterin ndkymiselld ei ole yhteyttd vuodenaikoihin.

u) Miten milloinkin.

v) Vertaa h)-kohtaan. Syksylla Aurinko on péainvastaisella puolel-
la taivasta, ja Sirius ndkyy aamulla.

w) Laskiaissunnuntai on 7 viikkoa ennen paasidista ja laskiaistiis-
tai seuraavana tiistaina, eli 47 pdivdd ennen padsidistd. Tassa
ajassa Kuu kulkee matkan (47/29.5) x 360° = 573° = 214°, joten
longitudi on valilld [180° — 214°,270° — 214°] = [—34,56]. Kuu on
siis uudenkuun paikkeilla ja nikyy (jos nikyy) vdhin ennen au-
ringonnousua tai vihin auringonlaskun jalkeen.

x) Helatorstai oli aikoinaan 40 paivaid paasidisen jilkeen, jolloin
Kuu oli ehtinyt liikkua 128° paasidisestd. Longitudi on niin ollen
valilla [—52°,38°], ja Kuu lahelld uuttakuuta.

y) Vaihtelee.

z) Kynttilanpéiva oli alkuaan 2. helmikuuta. Nykyisin se on tata
seuraavana sunnuntaina, paitsi, jos 2.2 osuu laskiaissunnuntaik-
si tai sitéd edeltavélle viikolle, jolloin se siirtyy edelliseen sunnun-
taihin. Useimpina vuosina ei kuitenkaan ole mitdan korrelaatiota
Kuun vaiheiden kanssa.

4) Alnairin (a Gruis) deklinaatio on noin —47°, joten Suomen
taivaalta sitd on ihan turha etsia.

0) Geostationaarinen satelliitti pysyy likimain paikoillaan maa-
pallolla olevan havaitsijan suhteen, joten se nidkyy aina, jos na-
kyy ylipddnsé lainkaan. (Taisi tulla luvatuksi, ettd nyt ei tarvit-
taisi paljoa matematiikkaa, mutta téssd sitd taas ollaan, minkés
ihminen luonteelleen voi.) Lasketaan aluksi Helsingin ja satellii-
tin paikkavektorit. Kaytetddn yksinkertaisuuden vuoksi koordi-
naatistoa, jonka xz-taso on Helsingin meridiaanissa (pituus 25°)
ja xy-taso ekvaattorin tasossa.
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20.14

20.15

H = Helsinki
M = Malediivit

Malediivien pituus on noin 75°, joten ne sijaitsevat 50° itdan Hel-
singin meridiaanista. Tehtdvissd 7.9 saimme geostationaarisen
satelliitin radan siteeksi 42340 km.

THelsinki = €Helsinki X 6360 km,
Tsatelliitti = €satelliiti X 42 340 km,
missa
€Helsinki = (cos60°,0, sin 60°) = (0.500,0,0.866),
€gatelliitti = (cos 50°,sin 60°,0) = (0.643,0.766,0).
Tasta saadaan satelliitin paikkavektoriksi Helsingin suhteen

I' = Tsatelliitti — THelsinki
— (27220,32430,0) — (3180,0,5510)
— (24040,32430, — 5510).

Satelliitin zeniittietdisyys u saadaan yhtalosta

cosu = —SHelsinki _ 4 17¢
|
josta u =~ 80°. Satelliitti nikyy siis noin 10 asteen korkeudella.
Kaytannossa se tietenkin nikyy vain kun taustataivas on riitta-
van pimed. Kevit- ja syyspéivintasauksen aikoina satelliitti kul-
kee joka kierroksellaan Maan varjon ldpi ja haviii siten ajoittain
nakyvista.

a) Kuunpimennyksen aikaan Kuu ja Aurinko ovat vastakkaisilla
puolilla taivasta. Jotta Kuu talléin nakyisi keskipaivalla, taytyy
havaitsijan olla jommallakummalla napakalotilla. Sekd Aurinko
ettd Kuu nikyvat hyvin ldhelld horisonttia.

b) Téma edellyttad Auringon nakymista keskiydll, ja on siis myos
mahdollista napakaloteilla. Téllainen tapahtuma oli periaattees-
sa havaittavissa Suomessa 20.5.1985. (Tosin pilvet estivét tapah-
tuman nékemisen.)

Koska matkalaiset matkaansaatettiin tykilld, heihin vaikuttava
tyontdvoima lakkasi suunnilleen samalla hetkelld kuin ammus
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20.16

23.17 ...

poistui tykinpiipusta. Taméan jilkeen sekd ammus ettd sen mat-
kustajat ovat vapaassa putousliikkeessi, ja tuntevat itsensi pai-
nottomiksi. On tdysin yhdentekevad, millaisessa vetovoimaken-
tissd he liikkuvat. Koiravainaa kayttdytyi niin kuin pitdakin,
mutta matkustajat eivét oikein olleet perilla fysiikan laeista. Ti-
lanne olisi erilainen, mikéli ammuksessa olisi jokin tyontovoimaa
synnyttava kapistus.

Huonosti.

niin, tuota ...
Néayttad siltd, ettd olemme hukanneet tehtdvédn ratkaisun, eikd kukaan tunnu muistavan

endid edes, kumpi kuva oli aito. Valitamme tapahtunutta. Taytyykin tdstd lihted...






